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OD AUTORA

Modelowanie w nauce i technice stato si¢ w ostatnich latach bardzo waznym zagad-
nieniem, jako narze¢dzie do formutowania i weryfikacji nowych koncepcji, jak rowniez
wygodnym srodkiem do badania nowych konstrukcji i ich sprawdzania w r6znych
warunkach. Uzyte w tytule okre$lenie ‘system’ ma bardzo szerokie znaczenie i za-
zwyczaj taczy si¢ ze zbiorem wzajemnie potgczonych elementéw wraz z zachodzacy-
mi miedzy nimi relacjami. Mozna je wigc odnies¢ niemal do wszystkich zjawisk wy-
stepujacych w przyrodzie lub zainicjowanych przez dziatalno$¢ cztowieka. Préba opi-
su tak rozumianych systemow musi wi¢c zaktada¢ ograniczenie zard6wno pola oma-
wianych zagadnien, jak i ich glebokosci. Gloéwnym celem niniejszego opracowania
jest prezentacja podstawowych metod i srodkow — przede wszystkich komputerowych
- stosowanych w analizie wybranych proceséw fizycznych, systemow dynamicznych
oraz badan operacyjnych, ktére sg wazne w technice. Prezentacja ta jest prowadzona z
uwzglednieniem historii rozwoju klasycznej fizyki i techniki, co daje takze pewng
perspektywe postepu w zakresie tworzenia modeli systemow.

W tym ujeciu, po rozdziale wstepnym, prezentowane sa modele klasycznej mecha-
niki, ktore staly si¢ kregostupem nowoczesnej techniki. Jednoczesnie, sekwencja ge-
nialnych pomystow glownych tworcow tych modeli: 1. Newtona, J. Lagrange’a oraz
W. Hamiltona i skupionych wokot tych idei fizykéw, a takze matematykow pokazuja,
jak rozne pomysty zaptadniajg wyobrazni¢ uzdolnionych twoércow, niekiedy z odle-
gltych dziedzin.

Wspolnym zjawiskiem, ktore taczy obszerny zbior modeli dynamiki systemow jest
fenomen drgan, ktore objawiajg si¢ w postaci mniej lub bardziej regularnie powtarza-
jacych sie przebiegow. Analiza drgan stala si¢ gtowng osig opisu wlasciwosci syste-
méw dynamicznych. Z biegiem czasu postaly rézne analityczne narzedzia do opisu
tych wilasciwosci. Rownolegle z rozwojem modeli klasycznej mechaniki, a takze w
slad za doskonaleniem rachunku rézniczkowego i catkowego, uczeni otrzymali narze-
dzia pozwalajace w sposob rygorystyczny opisywac podstawowe zjawiska dynamicz-
ne w roznych $rodowiskach. Kolejny rozdzial przedstawia matematyczng baz¢ do
opisu drgan, w postaci rownan rézniczkowych drugiego i wyzszych rzedow, odnosza-
cych si¢ do uktadow liniowych i nieliniowych. Przyblizone sa podstawowe pojecia,
zalezno$ci 1 sposoby analizy drgan. Modele niektorych rodzajow drgan i zwigzanych z
nimi procesOw staty si¢ swego rodzaju wzorcami, charakteryzujacymi podstawowe
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cechy analizowanych procesow w bardzo réznych dziedzinach: w technice, biologii,
czy w socjologii.

Na bazie modeli uktadow drgajacych powstaty opisy réznych procesow fizycz-
nych. Odnosi si¢ to przede wszystkim do ruchu falowego, transferu ciepta, czy tez
przeplywu gazow i cieczy. Z czasem przyjeto nazywac ten zbidr modeli dynamiki w
przestrzeniach wielowymiarowych, rdwnaniami fizyki matematycznej. Bardzo ele-
mentarny przeglad modeli wybranych zjawisk z tego zakresu, gtownie z punktu wi-
dzenia pézniejszych zastosowan w technice, jest przedstawiony w rozdziale 4.

W praktyce, kazdy realnie istniejacy proces fizyczny jest zjawiskiem nieliniowym,
co oznacza, ze jego analityczny model jest nieliniowy. Zakres pracy liniowej jest czg-
sto ograniczony do waskiego przedziatu zmian parametréw modelu. Analiza uktadow
nieliniowych jest czegsto trudnym do realizacji wyzwaniem, gdyz nie istnieje uniwer-
salna metoda, ktorg z powodzeniem mozna zastosowa¢ w dowolnym przypadku. Nie-
mniej jednak, w nauce dhugi czas panowato przekonanie, ze nawet w nieliniowych
uktadach deterministycznych, przyszto§¢ badanego systemu moze by¢ doktadnie opi-
sana, jesli znany jest jego model oraz zestaw wymaganych warunkow poczatkowych.
Ten paradygmat zostal nieoczekiwanie obalony w ostatnich dziesi¢cioleciach, w rezul-
tacie wielu eksperymentow obliczeniowych i postepéw w matematyce, ktéry dopro-
wadzit do uprawomocnienia si¢ — na pierwszy rzut oka, nieracjonalnego - pojecia
‘chaos deterministyczny’. Ten, nie w pehni jeszcze uswiadomiony przewrét w filozofii
nauk $cistych, stat si¢ powodem rozwoju wielu nowych galezi matematyki, fizyki — i
w konsekwencji, techniki. Krotka historia i przeglad wybranych procesow zwigzanych
z chaosem deterministycznym, jest zamieszczony w rozdziale 5. Zagadnienie to jest
szeroko ilustrowane licznymi przyktadami, szczegdlnie z zakresu elektrotechniki.

Druga cze$¢ ksigzki odnosi si¢ do systemow inicjowanych przez zdarzenia. W od-
roznieniu od systemow dynamicznych, w tego typu systemach zaréwno inicjalizacja
procesu, jak i jego przebieg jest warunkowany zdarzeniami, w odniesieniu do ktérych
zazwyczaj si¢ zaklada, ze wystepuja w sposob losowy. Jako wprowadzenie do tych
zagadnien, w rozdziale 6. przypomniano podstawowe pojecia zwigzane z probabili-
styka i statystykg matematyczng. Podsumowaniem tych rozwazan jest krotki opis me-
tody Monte Carlo, ktéra ma zastosowanie w modelach szczegolnie zlozonych proce-
sow lub gdy parametry tych proceséw nie sg do konca znane, mozna je natomiast opi-
sa¢ za pomoca charakterystyk probabilistycznych.

W charakterze przyktadu systemu inicjowanego przez zdarzenia, w rozdziale 7. krot-
ko przedstawiono podstawowe pojecia zwigzane z uktadami kolejkowymi. Jest to przy-
ktad szerokiej klasy modeli, ktore zazwyczaj obejmuje si¢ nazwa: badania operacyjne.

Prowadzone w ksigzce rozwazania sg bogato ilustrowane praktycznymi przykta-
dami, ktore zostaly opracowane z wykorzystaniem pakietu programowego Ma-
tlab/Simulink (wersja R2017b). Krotkie procedury zostaty bezposrednio zamieszczone
w tekscie, natomiast bardziej rozbudowane przyktady umieszczono w Dodatku (str.
231). Programy symulacyjne zwigzane z wickszoscig prezentowanych w skrypcie
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przyktadéw sg dostepne w formie plikow *m lub *six (w wersji skompresowanej)
pod adresem: http://zas.ie.pwr.wroc.pl/ER/PMS/Przyklady/index.html. W spisie litera-
tury znajduje si¢ takze zbior odnosnikéw do stron internetowych, gdzie Czytelnik
moze znalez¢ bardzo pomocne ilustracje i przyklady rozszerzajace prezentowane za-
gadnienia — zaré6wno o charakterze teoretycznym, jak i w formie przyktadowych ilu-
stracji. Wszystkie tego typu odnos$niki byty aktualne na 20 marca 2020 r.

W warstwie podstawowej, niniejszy skrypt zawiera opis gtownych zagadnien pre-
zentowanych na wyktadzie Podstawy modelowania systemow, ktory jest przeznaczony
dla studentow II stopnia na kierunku Automatyka Przemystowa na Wydziale Elek-
trycznym Politechniki Wroctawskiej. Zdaje sobie sprawe z pobieznosci w prezentacji
niektérych omawianych zagadnien. Bede wdzigczny za wszelkie uwagi dotyczace
zaréwno uktadu pracy, jak i wszelkich btedow. Mozna je przesyta¢ na moj adres e-
mailowy: eugeniusz.rosolowski@pwr.edu.pl

Wroctaw, marzec 2020 Autor






1.  WSTEP

Modelowanie, jako przejaw intelektualnej aktywnosci czlowieka jest znane od zarania
ludzkosci. Nietrudno dostrzec, ze na co dzien postugujemy si¢ modelami nawet tego
nie zauwazajac — modele staly si¢ czescia jezyka. Na przyktad, gdy uzywamy pojecia
‘most’, to zazwyczaj mamy na mysli konstrukcje, ktora taczy dwa brzegi (rzeki, stru-
mienia), za pomoca ktoérej mozna przejs¢ lub przejechac¢ na drugg strong. Jesli uzy-
wamy tego pojecia do wyjasnienia komus$ sposobu dojécia do okreslonego miejsca
lezacego za mostem, to wydobywamy z niego tylko najistotniejsze cechy stuzace do
jego identyfikacji, a pomijamy wiele innych przymiotéw tego akurat obiektu, aby nie
zaciemnia¢ pytajacemu obrazu drogi.

Pomimo trywialnosci tego przyktadu, podobng funkcj¢ petnig takze modele w nau-
ce i technice. Czym zatem jest model? Jest wiele odpowiedzi na to pytanie, ktore zale-
73 od kontekstu jego uzycia. Najczescie] mowi si¢, ze model jest uproszczong repre-
zentacja rzeczywistego obiektu (uktadu) utworzong w celu zrozumienia (wydobycia,
naswietlenia) okreslonych jego cech. Tworzenie modelu jest modelowaniem.

W przedstawionej definicji ujeta jest oczywista informacja, ze modelowanie ma na
celu utworzenie takiego opisu (formuty lub urzadzenia), na podstawie ktorego mozna
najlepiej odpowiedzie¢ na pytanie dotyczace oryginalu w rozwazanym kontekscie.
Poniewaz ten sam rzeczywisty obiekt moze by¢ przedmiotem réznego zainteresowa-
nia (rézne jego cechy mogga by¢ badane), wiec takze r6zne modele moga go reprezen-
towaé. Modelowanie prowadzi, zatem do wyostrzenia tych cech rzeczywistego obiek-
tu/uktadu, ktore sa istotne dla modelujacego lub postugujacego sie¢ modelem. Pomija
si¢ jednoczesnie te wlasciwos$ci/cechy obiektu, ktore s3 w danym ogladzie nieistotne.
Widac¢ stad, ze moze by¢ wiele modeli tego samego rzeczywistego obiektu (procesu),
ktore moga stuzy¢ do demonstracji réznych jego cech.

Bardzo wazng role odgrywaja modele w nauce. Mozna zaryzykowac tezg¢, ze nauka
zaczeta swoj wielki rozw6j od momentu, gdy w sposob swiadomy zaczeto w niej sto-
sowa¢ modele, ktore w sposob jednoznaczny i $cisty opisuja zachowanie si¢ badanego
obiektu. Takie cechy maja modele matematyczne. W tym kontekscie model jest ma-
tematyczng reprezentacjg systemu' fizycznego, biologicznego, informatycznego, eko-
nomicznego i innego. Model matematyczny pozwala zapisa¢ w formie analitycznej
sposob dziatania systemu. W bardziej uzytkowej formie mozna powiedzie¢, ze model

! Przez system rozumie sig zbior elementow z okreslonymi relacjami migedzy nimi.
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matematyczny pozwala w jednoznaczny analityczny sposob opisa¢ dziatanie procesu,
stwarzajac mozliwos¢ jego symulacji (imitacji). Wiasciwie cala fizyka, a za nig tech-
nika, jest oparta na modelowaniu matematycznym.

W wielu przypadkach modelowanie dotyczy zjawisk, ktorych wystgpowanie jest
powszechnie znane, jednak dopiero ich wyszczegodlnienie (separacja) i analityczne
ujecie, wilacza je do nauki, czy ogdlnie, do obiegu kulturowego. W historii znanych
jest wiele takich przypadkow. Przeciez ptywanie na wodzie niektoérych ciat i zatapia-
nie innych bylo obserwowane ‘od zawsze’. Dopiero genialny Archimedes podczas
kapieli doznat olénienia, ktére pozwolito mu sformutowa¢ prawo wypornosci’. Jesli
wierzy¢ legendzie, to podobnie, jabtko spadajace na lezacego pod jabtonia Newtona’®
stato si¢ przyczynkiem do sformulowania prawa powszechnego cigzenia.

Zbior modeli matematycznych odnoszacych si¢ do jakiej$ dziedziny fizyki tworzy
jej teorie. W stanie tworzenia, modele powstajg na zasadzie budowy koncepcji, ktore
sa nie do konca zweryfikowanymi modelami badanego zjawiska/systemu. Weryfika-
cja (walidacja®) jest dokonywana na zasadzie odwotania si¢ do rzeczywistego obiektu.
Weryfikacja zamknigtego zbioru modeli odnoszacych si¢ do badanego zjawi-
ska/systemu prowadzi do powstania obowigzujacej teorii. Procedure t¢ mozna przed-
stawi¢ za pomocg znanego schematu:

Teoria (koncepcja) <> eksperyment (weryfikacja)

W powyzszym schemacie model (matematyczny) jest elementem tworzace;j si¢ teo-
rii. Z chwila pojawienia si¢ narzedzi umozliwiajacych symulacje, a wiec ‘ozywienie’
modeli, pojawita si¢ sposobno$¢ do obserwacji zachowania si¢ modelu w zdefiniowa-
nych warunkach. Symulacja polega wigc, na odtworzeniu ‘na niby’ - za pomocg mo-
delu - warunkéw, jakie wystepuja w rzeczywistym systemie. Odbywa si¢ to zgodnie z
ograniczeniami narzuconymi przez model.

Rozwoj techniki komputerowej doprowadzil do powstania bardzo wygodnych i
elastycznych narzedzi stuzacych do symulacji funkcjonowania modeli. W tym kontek-
$cie uzywa si¢ pojecia modelu komputerowego, przez co nalezy rozumie¢ odpowiedni
algorytm funkcjonowania modelu. Na podstawie tego algorytmu tworzone sg kompu-
terowe programy do wirtualnej realizacji modelu (w $rodowisku komputerowym).

Symulacja komputerowa umozliwia tworzenie wirtualnego §wiata procesow i sys-
temow, ktore w rzeczywistosci nie mogg by¢ dostgpne naszym zmystom w tak pla-
styczny sposob. Dotyczy to zwlaszcza procesow, ktorych obserwacja jest niemozliwa

2 Archimedes z Syrakuz (ok. 287 — 212 p.n.e.) podekscytowany swoim odkryciem wysko-
czyt z wanny i z okrzykiem ‘Eureka’ nago biegal po ulicach Syrakuz.

3 Izaak (Isaac) Newton (1642 — 1727) — angielski matematyk i fizyk; najwazniejsze jego
osiagnigcia dotycza sformutowania zasad rachunku rézniczkowego, trzech podstawowych
praw dynamiki oraz prawa powszechnego cigzenia.

4 ang. validate — zatwierdza¢, potwierdza¢ wazno$é.
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ze wzgledu na niedostepno$¢ pomiarowa, panujgce warunki fizyczne, odlegto$¢ lub
koszt (procesy zachodzace w odleglych galaktykach, wewnatrz struktur materiato-
wych, wewnatrz urzadzen). Symulacja komputerowa jest wykorzystywana nie tylko w
technice, do badania wlasciwosci nowych konstrukcji, ale stata si¢ waznym narzg-
dziem w rozumieniu rzeczywistosci. W tym sensie mowi si¢ o wlaczeniu modelowa-
nia 1 symulacji w krag procedury tworzenia teorii rzeczywistosci. Ilustruje to znany
schemat pokazany na rys. 0.1°. Blok zwiazany z modelowaniem i symulacja odgrywa
w tym schemacie istotng funkcje: tworzy on dopetnienie rzeczywistego systemu. Jest
to jakby rozjasnienie tej czesci rzeczywistosci, ktora jest przedmiotem selektywnej
analizy. Reprezentacja rzeczywisto$ci w tym bloku jest udoskonalana w rekurencyjnej
procedurze poprawiania modelu/teorii.

Propozycja modelu/teorii

Weryfikacja modelu/teorii

Modelowanie
i Symulacja

Rys. 1.1. Ilustracja zaleznos$ci: Teoria — Eksperyment - Symulacja

Glowny podziat modeli przebiega w zalezno$ci od sposobu ich inicjacji (pobudza-
nia) i natury zachodzacych procesow:

- modele procesdw zachodzacych wzgledem czasu (cigglego lub dyskretnego);

- modele procesow rozpatrywanych wzglgdem inicjujacych ich zdarzen.

Procesy opisywane wzglgdem czasu sa zazwyczaj dobrze uporzadkowane i ‘prze-
widywalne’. Kolejne ich stany zazwyczaj tacza si¢ ze stanami poprzednimi. Ich opis
analityczny moze bazowaé¢ na podejsciu deterministycznym (matematyczny model

5> KLEIBER M., Modelowanie i Symulacja Komputerowa. Moda czy Naturalny Trend Roz-
woju Nauki. Nauka 4 (1999) 29-41.
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deterministyczny) lub probabilistycznym, gdy zaktada si¢ losowy charakter opisuja-
cych je funkcji lub ich parametrow.

Procesy inicjowane zdarzeniami sg z natury losowe (jesli pomina¢ przypadek, gdy
zdarzenia zachodza w sposob uporzadkowany wzgledem czasu). Zardwno liczba zda-
rzen wejsciowych w okreslonej jednostce czasu, jak i dlugos¢ okresu uptywajacego
pomiedzy kolejnymi zdarzeniami sa najczgsciej rozpatrywane jako wielko$ci losowe.

W przypadku procesow opisywanych wzgledem czasu, mamy do czynienia ze zja-
wiskami dynamicznymi, ktore okreslajg relacje wejScie-wyjscie elementow systemu w
czasie, pokazujac takze zwigzane z nimi przebiegi, jako funkcje wzgledem czasu.

System dynamiczny charakteryzuje si¢ tym, ze jego odpowiedz na dane wymusze-
nie ma charakter zmienny w czasie. Ponadto, odpowiedz jest funkcjg zarowno bieza-
cego wymuszenia, jak rowniez historii procesu. Mode!l analityczny (matematyczny)
jest okreslony za pomoca odpowiednich réwnan lub innych adekwatnych relacji, jak
wykresy, czy tabele, ktore opisuja system z pewnym przyjetym przyblizeniem. Jesli
relacje te sg zapisane w formie programow komputerowych, to méowimy o kompute-
rowym modelu systemu.

Model matematyczny systemu jest bardzo czesto zapisany w formie funkcji, w kto-
rych zmienng niezalezna jest czas ciagly, co oznacza, ze moze on przejmowac dowol-
ne warto$ci w okreslonym przedziale zmiennosci. Jest to zatem, model ciggly wzgle-
dem czasu. Zapis tych zalezno$ci w formie nadajacej si¢ do obliczen (realizacji, symu-
lacji) najczesciej wymaga zapisu tych rownan w formie funkcji wzgledem czasu dys-
kretnego. Mowimy wowczas o dyskretnym modelu systemu. Implementacja takiego
modelu w komputerze o okreslonej doktadnosci reprezentacji wielkosci rzeczywistych
(co zazwyczaj jest zwigzane z ‘arytmetyka komputera’) wigze si¢ takze z dyskretyza-
cja parametrow i zmiennych procesu wzgledem amplitudy. Tak zredukowany model
jest nazywany modelem cyfrowym systemu. Wida¢ stad, ze dynamiczny model kom-
puterowy jest zawsze modelem cyfrowym: z dyskretnym czasem i okreslona doktad-
noscig reprezentacji zmiennych procesu i jego parametrow.

Rozwd6j metod numerycznych, a takze technicznych srodkow cyfrowego przetwa-
rzania, gromadzenia oraz przesylania informacji sprawit, ze modelowanie procesow
stalo si¢ bardzo wazng dziedzing nauki i ogolnie, wspotczesnej kultury. W tej perspek-
tywie, modelowanie komputerowe jest nowa, bardzo mlodg dziedzing wiedzy, ktorej
btyskawiczny rozw6j wlasnie zachodzi na naszych oczach. Dzigki znacznemu rozsze-
rzeniu mozliwos$ci narzgdzi zwigzanych z modelowaniem komputerowym w zakresie:
szybko$ci przetwarzania danych, elastycznosci i plastycznos$ci prezentowania wyni-
koéw oraz mozliwosci odtwarzania dowolnych aspektow rozwazanych zagadnien,
dziedzina ta weszla do podstawowego zbioru wspodtczesnej filozofii nauki. Tradycyjny
tancuch nastepstw prowadzacy do zrozumienia otaczajacej nas rzeczywistosci: idea —
eksperyment — idea — ... Zostal niemal catkowicie zastapiony przez sekwencje: idea
— model — eksperyment — idea — ..
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Wazng grupa systemow i zwigzanych z nimi modeli, ktéra zaczgta sie przebija¢ do
swiadomosci badaczy w ostatnich dziesi¢cioleciach sg zjawiska obejmowane ogolng
nazwg chaosu. Szczegoélnie intrygujace i, z perspektywy uporzadkowanego $wiata,
zaskakujace, sg zjawiska chaotyczne wystepujace w warunkach deterministycznych.
Te procesy, zwigzane z analizg dynamicznych systemow nieliniowych, zostaly zaled-
wie zasygnalizowane w rozdziale 5.

Na zakonczenie tych rozwazan mozna si¢ pokusi¢ o ocen¢ najblizszych perspektyw
rozwoju omawianych tu zagadnien. Przede wszystkim tatwo mozna zauwazy¢, ze
problematyka ta daleka jest od wyczerpania — zarowno w zakresie metodologii mode-
lowania, jak i praktycznych realizacji odpowiednich symulatoréw. Rozwojowi tej
dziedziny sprzyja w dalszym ciggu burzliwy rozwoj techniki komputerowej: zaréowno
w zakresie sprzetu, jak oprogramowania. Z drugiej strony poszerza si¢ takze rynek
wykorzystania technik symulacyjnych w projektowaniu urzadzen, weryfikacji pomy-
stow, czy tez w odniesieniu do pomiaru niedostepnych wielkosci. Proces projektowa-
nia nowych urzadzen w elektroenergetyce, przemysle chemicznym, samochodowym i
w innych dziedzinach, staje si¢ coraz bardziej pracochtonny ze wzgledu na rosnace
wymagania w zakresie ich niezawodnosci i1 szybkosci dziatania. Koszty te mozna ob-
nizy¢ przez przeniesienie czg¢éci badan z rzeczywistych obiektoéw na odpowiednie
symulatory. Dotyczy to zreszta takze innych dziedzin techniki. W odpowiedzi rosng
takze wymagania, co do glebokosci odtwarzania procesow dynamicznych w analizo-
wanych obiektach. Odnosi si¢ to zwtaszcza do:

e Koniecznosci petniejszego uwzgledniania zjawisk w analizowanych obiektach.
Pomocne tu moze by¢ laczenie metod odpowiednich dla analizy obwodow elek-
trycznych z technikami obliczania zjawisk przestrzennych w materiatach, jak na
przyktad Metoda Elementow Skonczonych (MES) (ang. Finite Element Method —
FEM). Jest to szczegodlnie wazne w przypadku analizy maszyn elektrycznych wiru-
jacych i transformatoréw, uktadoéw izolacyjnych lub, ogoélnie, badan materiato-
wych.

e Poszerzenia zakresu wykorzystania wynikow symulacji. Laczy si¢ to z konieczno-
$cig rozbudowy sprzg¢towej i programowej omawianych symulatoréw w kierunku
latwej generacji zbiorow z wynikami symulacji na zasadzie zmiany okre$lonych
parametrow badanego modelu.

e Elastycznosci w zakresie przygotowania danych do symulacji oraz tworzenia struk-
tury modelu. Podobne wymagania dotycza takze ulatwienia wykorzystania wyni-
kéw symulacji.






2. MODELE KLASYCZNEJ MECHANIKI

2.1. Wprowadzenie

Model dynamiczny moze reprezentowac réznego typu procesy, nie tylko techniczne.
Jego podstawy matematyczne zostaty sformulowane przez Izaaka Newtona w postaci
drugiej zasady dynamiki, zgodnie z ktora, sita f dziatajgca na cialo o masie punktowe;j
m, powoduje jego przyspieszenie o wartosci a:

ORI 20

, 2.1
dt ds? @D

f=m-a=
co taczy si¢ ze zmiang jego predkosci chwilowej v(¢) na drodze x(¢). Sita, przyspiesze-
nie, predkos¢ oraz droga w (2.1) sg wektorami, co jest wazne w przypadku wielowy-
miarowym (z wieloma wspotrzednymi).

Genialnym odkryciem tworcow rachunku rézniczkowego i catkowego (niezaleznie
od Newtona, sprawg ta zajmowat sie takze G. Leibniz’® - co bylo powodem znanego
sporu pomigdzy $rodowiskami naukowymi Anglii i kontynentu) jest analityczne po-
wigzanie warto$ci sily ze zmiang predkosci poruszania si¢ ciata i z przebyta w tym
czasie droga. Dalsze rozwiniecie tego odkrycia stato si¢ podstawa tworzenia modeli
dynamiki w formie rownan rézniczkowych i catkowych. Szybko zauwazono, ze regule
(2.1), ktora odnosi si¢ do uktadu mechanicznego, mozna takze stosowa¢ do innych
uktadéw fizycznych (elektrycznych, chemicznych, biologicznych), czy tez systemow
z zupehlie innych dziedzin, jak socjologia lub ekonomia. Wspdlnym wyroznikiem
takich systemow jest obecnos¢ w nich jakiej$ formy energii, ktéra pod wpltywem wy-
muszenia zmienia si¢ w inng jej posta¢. Przyktady uktadu mechanicznego i elektrycz-
nego sg pokazane na rys. 2.1.

W odniesieniu do uktadu mechanicznego (rys. 2.1a), mozna sformutowac¢ nastepu-
jace zalezno$ci:

1,0 = () = 20

e — sita dziatajaca na thumik o wspotczynniku thumienia g,
t

¢ Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) — niemiecki matematyk i filozof; niezaleznie od
Newtona sformutowal zasady rachunku rézniczkowego.
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f.(t)= d‘(}l(tt) — sita dziatajagca na mase m w zwiazku z przyspieszeniem
ziemskim g,
v(t) = d)(ci(tt) li dfgft) — predko$¢ przesuwania si¢ konca sprezyny o statej k.
a) b)
i(t) L R
sprezyna k u(?) 1 C

(o]
-

Rys. 2.1. Przyktad uktadu mechanicznego (a) i elektrycznego (b)

W ostatnim przypadku, sila zwigzana z ugieciem sprezyny jest proporcjonalna do
wartoéci tego ugiecia: fi(7) = k-x(¢) = kIv(f)dt. Zaklada sie, ze w poczatkowym stanie
ustalonym x = 0, a masa jest podwieszona na wysokosci 4.

Sumujgc trzy sily dziatajace na uktad, otrzymamy:

() = pv(t) + m$ +k[v(odt, (2.2)
co takze (po obustronnym zrézniczkowaniu) mozna przedstawi¢ w postaci:
d*v(z) dv(¢)
m——+ +hkv(t)=0 23
A4 (1= (2.3)

Jesli uwzgledni¢ zalezno$¢ pomigdzy przesunigciem x(¢) oraz predkoscia v(), to po-
wyzsze rOwnanie mozna takze zapisa¢ w nastepujacej formie:

d’x(r) _udx@) Kk
> m dt m X(0) (24)

W odniesieniu do elementéw uktadu elektrycznego (rys. 2.1 b) wystepuja nastepu-
jace zalezno$ci (modele):

g (1) = Ri(1) = RdQ(’)

— spadek napigcia na oporniku,
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u,()=L d;(t) — spadek napigcia na cewce,
i(t)= dQ(z) =C duc (1 — prad przeptywajacy przez kondensator,

dt
o@) - 1adunek elektryczny.
Na podstawie prawa Kirchhoffa, otrzymamy zatem nast¢pujacy model matema-
tyczny tego obwodu:

ut)=up()+u, (t)+u-(t)=Ri(t)+L——~= dl(t) +— I (¢)dt (2.5)
Roéwnanie to mozna takze zapisa¢ w nastepujacej formie:
d%ir) dir)
L +R—~ t)=0 2.6
L TR () (2.6)
2. .
lub: i) __RA@ 1 2.7)

> L & IC

Wida¢, ze w obu przypadkach mamy do czynienia z uktadami drugiego rzgdu, ktore
charakteryzuja si¢ mozliwos$cig wystapienia drgan. Przy braku thumienia (¢ = 0 lub R
= 0), pulsacja tych drgan jest zalezna od parametrow charakteryzujacych sprezystosé &
oraz bezwtadnosé m uktadu: (an)* = k/m (w uktadzie elektrycznym: (ax)* = 1/LC).

Charakterystyczng cechg powyzszych modeli jest powigzanie dynamiki analizowa-
nego uktadu z dziatajagca na niego sita. W przypadku ukladu elektrycznego, sita jest
reprezentowana przez napigcie elektryczne. Przyjeto nazywaé je modelami (réwna-
niami) Newtona.

2.2. Rownowazno$¢ modeli

Analiza uktadéw z rys. 2.1 potwierdza znang obserwacje, ze czesto systemy o bardzo
roéznej naturze moga by¢ opisane za pomoca tych samych lub bardzo zblizonych mo-
deli matematycznych. Ta cecha uktadow dynamicznych jest szeroko wykorzystywana
w teorii systemow i roznych pochodnych dziedzinach, jak teoria sterowania. W odnie-
sieniu do modelowania, ta wlasciwo$¢ pozwala niekiedy na lepsze rozeznanie zacho-
dzacych relacji oraz ich zrozumienie. Wazna jest takze mozliwos¢ stosowania tych
samych narzedzi sprzetowych lub programowych do symulacji r6znych systemow.
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2.2.1. Podstawowy uklad mechaniczny

Przyktad z rys. 2.1 pozwala sformutowaé zasady réwnowaznosci podstawowego ukta-
du mechanicznego o ruchu posuwistym z uktadem elektrycznym. Ekwiwalenty odpo-
wiednich wielkosci 1 zachodzacych migdzy nimi relacji sg zebrane w Tabeli 2.1.

Tabela 2.1. ROwnowazno$¢ uktadu mechanicznego posuwistego z uktadem elektrycznym

Uktad mechaniczny Uktad elektryczny
sita f(N) napiecie u (V)
predkos¢ v (m/s) prad i (A)
przesunigcie x (m) tadunek elektryczny Q (1C =1V 1F)
masa m (kg) indukcyjno$¢ L (H)
wspdtczynnik sprezystosci & (N/m) odwrotno$¢ pojemnosci 1/C (1/F)
wspdtczynnik thumienia g (N-s/m) rezystancja R (Q)
Podstawowe relacje: Podstawowe relacje:
) o dv _dp B . L di _dy .
masa: f—mdt, f—dt, p=my cewka: u—Ldt,u— dt,x//—Lz
. 1df _dx . . du . dO 1
sprt;zyna.v—kdt, v_dt’ f =k kondensator.z—Cdt,z—dt , u—CQ
thumik: /= uv opornik: u=Ri

Nalezy zauwazy¢, ze wyszczego6lnione w Tabeli 2.1 relacje sg zwiazane z oddziel-
nymi elementami. Na przyktad: w odniesieniu do cewki, prad i oznacza inng wielko$¢
niz tak samo oznaczony prad ptynacy przez kondensator. Niekiedy istnieje pewna
swoboda w wyborze sposobu reprezentowania odpowiednich zaleznosci, co jest zwia-
zane z tym, ze energia moze by¢ gromadzona w rozny sposob. Na przyktad, energia
mechaniczna sprezyny:

1

E=5kx2 =%%f2, (2.8)

energia elektryczna zgromadzona w kondensatorze lub w cewce:

1 ., 1 .,, 11 ,
E=—Li", E=—Cu " =—— 2.9
2 2 2C Q (2-9)

Symetria powyzszych zalezno$ci pozwala tworzy¢ wzajemnie wymienne modele
systemow elektrycznych 1 mechanicznych, co ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyklad 2.1. Dany jest uktad mechaniczny, jak na rys. 2.2. Okresli¢ jego model dyna-
miczny w postaci rownan stanu. Przeprowadzi¢ symulacje dynamiki
uktadu po wymuszeniu w postaci skoku jednostkowego reprezentujacego
site /. Opracowac i zbada¢ ekwiwalentny obwdd elektryczny.
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W uktadzie znajduja si¢ cztery elementy gromadzace energi¢ (dwie sprezyny oraz dwie masy,
wobec czego mozna zalozy¢, ze do opisania jego dynamiki nalezy sformutowac cztery rowna-

nia stanu.
H é é
|

ky
| m
X]¢
)25} ﬁ k>
% my
X2
I

Rys. 2.2. Analizowany uktad mechaniczny

Wystepuja tu cztery elementy gromadzace energie, dla ktorych napiszemy nastepujace réwna-
nia r6zniczkowe:

dv dx Lo
£, =m —L, v, ==L (w odniesieniu do m, g oraz k),
dr de
dv - Lo
£, =m, d'"2 , vy = d(xzdt *) (w odniesieniu do s oraz k),
t

gdzie: fiu1, fmz — sity zwiazane z ruchem mas m, oraz m, vi — predko$¢ przemieszczania xy, v, —
predkosc¢ ruchu /s, ks, natomiast v,,» — predkosci zwigzana z ruchem masy m,.
Ponadto:

Ja=kx, f,=k(x,-x), f:fn12+fb2+st’

T = tVys Joy = 1V, fb2 +fs2 :fm1+fbl+fsl’

gdzie: fi, fio, fo1, fro — sily dziatajace na poszczegodlne elementy z rys. 2.2; zaktada sig, ze ele-
menty rozmieszczone rownolegle do siebie, przesuwaja si¢ na t¢ samg odlegltosé.

Prowadzi to do nastepujacego uktadu rownan:

dx

1 1 !
d—”’2 =——hk(x,-x)-—u,,, - v)+—f
t m, m, m,
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Po uporzadkowaniu otrzymujemy nastepujace rOwnania stanu:

dx, _

2y ,,

a "

dv k k 1
_'”Zz__zxz _& m2+_2x1 +&Vl+_f’
de m, m, m, m, m,
dy

oy,

de
Wk, kth ats
dt m m, m, m,

co mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

i x = Ax+bu,
dr
gdZie: X= [)Cz Vo2 X1 W ]T .
0 1 0 0
A -k, /m, —u,/m, k,/ m, M, [ m,
0 0 0 1

kylmy gy fmy —(ky+ky) my —(py+ 1) [ my

b=[0 1/My 0 0, u=f.

Réwnanie stanu w powyzszym zapisie moze by¢ rozwigzywane numerycznie za pomocg cat-
kowania wedhug metody prostokatow:

x(k)=x(k-1)+dx-T,

gdzie dx oznacza wektor pochodnych zmiennych stanu, natomiast 7 jest krokiem calkowania.
Do rozpoczecia obliczen nalezy okresli¢ warunki poczatkowe w postaci wektora x(0).

Do obliczen przyjmujemy nastgpujace parametry uktadu:

my=3kg, m=2kg, k=8N/m, k=5N/m, m=8Ns/m, 1 =12 Ns/m.

Przy zerowych warunkach poczatkowych oraz wymuszeniu f'= 5 N, dla 7 = 0,01s otrzymuje-
my przebieg poszczegbdlnych zmiennych stanu, jak na rys. 2.3.

1,8

1,6
EA 1,4.. .
1,2

—

przesunigcie x,

Rys. 2.3. Wyniki symulacji uktadu mechanicznego
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Widaé, ze predkosci przemieszczania si¢ mas m; oraz m, malejg z czasem do zera, podczas gdy
przesunigcia x; 1 x2 dgzg do odpowiednich wartosci ustalonych. Zwazywszy na to, ze sprezyna ki
rozciaga si¢ na dtugos¢ ok. 1 m, mamy w tym wypadku do czynienia ze sprezynami migkkimi.
Elektryczny ekwiwalent uktadu z rys. 2.2 jest pokazany na rys. 2.4. Uzasadnienie dla takiej
postaci schematu mozna takze uzyska¢ przez poréwnanie go z uktadami z rys. 2.1. Pojedyn-
czemu uktadowi z rys. 2.1 b odpowiada szeregowe potgczenie elementow RLC na schemacie
elektrycznym. W tym przypadku mamy dwa takie cztony mechaniczne, ktorym na schemacie
elektrycznym odpowiadaja dwa obwody RLC, potaczone, jak na rys. 2.4, gdyz mechaniczne-
mu uktadowi sprezyna — thumik odpowiada szeregowe potaczenie RC.

i L, L

i

R,

o PO T

Rys. 2.4. Model elektryczny

Zauwazmy, ze W stanie ustalonym, przy statej warto$ci wymuszenia w postaci napigcia u (=
sita f), wszystkie prady przyjmuja zerowe wartosci (podobnie, jak predkosci v w uktadzie me-
chanicznym).

Dla obwodu z rys. 2.4 mozna napisaé nastgpujgce rOwnania:

di .
U= L25+R212 +ucy

W charakterze zmiennych stanu mozna przyjac: ucs, i, tc1, i1. Po uporzadkowaniu powyzszych
roéwnan, otrzymamy:

duc, —Li—ii

& ¢, C "

di R,. R, .
i:_il"l‘ill_iuCZ +7u,
dug; 1,

=—1,
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Tl h Uy U
dt L L L L
co mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
d X = Ax+bu
dt
gdzie:
. T T
X=[ucy, i uc 4l =[x x5 x3 x4],
0 1/¢C, 0 -1/C,
10 0 0 1/¢,

/L,  Ry/L, -1/L —(R+R)/L

b=[0 1/L, 0 0], u=u.
Do obliczen przyjmujemy parametry obwodu, odpowiadajace wielko$ciom mechanicznym
(Tabela 0.1):

Lzsz:?)H, L1=m1=2H,
Cy=1/k,=0,125F, Ci=1k=02F,
Ro=b,=80Q, Ri=b=120Q,
u=f=5V.

W takim przypadku, przy zerowych warunkach poczatkowych oraz wymuszenia u = f=5V,
dla 7= 0,01s powinnismy otrzymac przebiegi analogiczne, jak na rys. 0.3. Tak jest istotnic w
przypadku zmiennych i, i;, ktore odwzorowujag w uktadzie mechanicznym predkosci vz, vi
przemieszczania si¢ mas my, m; (rys. 2.3b). Przesuni¢cia x sg reprezentowane w obwodzie
elektrycznym przez tadunki zgromadzone na kondensatorach C, oraz C;. Obliczenie tych ta-
dunkéw wymaga pomnozenia napi¢é ucs, uci przez pojemnosci kondensatorow, odpowiednio
Gy oraz Cy:

0, =CQoucy, O =Cug, .

Zachodza tu nastgpujace zaleznosci w odniesieniu do przesunieé:

x1 <> O, natomiast x, <> O = 0 + O,. Ostatecznie, wyniki symulacji powyzszego obwodu
elektrycznego, moga by¢ przeliczone na odpowiadajace im wielko$ci w uktadzie mechanicz-
nym, na podstawie nastepujacego réwnania wyjsc:

y =Cx,
gdzie:
¢, 0 C 0 0
0 1 0 O i
C = s y = .
0 0 ¢C 0 o)
0 0 0 1 i

Wyniki przeprowadzonych obliczen sg pokazane na rys. 2.5. Napigcia ucs, uci (rys. 2.5a) sg
wspolrzgdnymi wektora stanu x, natomiast tadunki Q, O (rys. 2.5b) sg elementami wektora y.
Latwo zauwazy¢, Ze przebiegi tych ostatnich odpowiadaja przesunigciom z rys. 2.3a.
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Rys. 2.5. Wyniki symulacji uktadu elektrycznego

Analizujac réwnania obu uktadéw: mechanicznego i elektrycznego z przyktadu 2.1
widaé, ze prowadza one do takich samych modeli matematycznych. Ich wspolng ce-
cha, poza rownowaznymi zapisami dynamiki poszczegolnych elementow, jest takze
rownowaznos$¢ praw sieciowych (zwigzanych z odpowiednimi grafami sieci). Na
schemacie elektrycznym bez trudu znajdziemy oczka, dla ktérych musi by¢ spetniona
rownowaga napig¢¢ 1 podobnie wezly, w ktorych musi zachodzi¢ rownowaga pradow.
Podobne zaleznosci obowigzuja w odniesieniu do uktadow mechanicznych. Zasady te
wida¢ wyraznie, jesli zauwazymy, ze zgodnie z Tabelg 2.1, zachodza nastepujace
rownowaznos$ci: napigcie <> sita, prad <> szybko$¢ przemieszczenia. Zgodnie z tym,
réwnolegltemu potaczeniu sprezyny z thumikiem, na schemacie elektrycznym odpowiada
szeregowe potaczenie opornika z kondensatorem. Z kolei, sila f; przekazywana do masy
m; pehni t¢ samg funkcje, co sita f'dziatajagca na masg m,.

2.2.2. Uklad mechaniczny wirujacy

Podobne relacje podobienstwa mozna wyprowadzi¢ takze pomig¢dzy uktadem mecha-
nicznym obrotowym i obwodem elektrycznym [40]. Podstawowe réwnanie rownowa-
gi mechanicznej obracajacego si¢ wirnika jest nastepujace:

J(z—w+,ua):Me—Mm, (2.10)
t

gdzie: J — moment bezwladnosci obracajgcego sie uktadu (kg'm?), z — wspotczynnik
thumienia obrotéw (N-m-s/rad), @ — predkos¢ katowa (rad/s), M. — moment napgdowy
(N'm), M,, — moment obcigzenia (N-m).

W napedach elektrycznych, moment napedowy M, pochodzi od silnika elektrycz-
nego i mozna go okresli¢ za pomocg wielkosci elektrycznych (moment elektromagne-
tyczny), natomiast moment obcigzenia M,, jest zwigzany z obcigzeniem mechanicz-
nym napedzanego uktadu. Potaczenie dwoch obracajacych si¢ uktadow za pomoca
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sprzegta elastycznego z thumieniem, przez ktére jest przekazywany moment M,,, jest
pokazane na rys. 2.6. Réwnanie odwzorowujace dynamike sprzegta ma nastepujaca
postac:

d _
ﬂw%%w(n—mk%,

gdzie: &, — wspolczynnik sprezystosci skretu (N-m/rad), g4, — wspdtczynnik thumienia
skretu (N-m-s/rad).

2.11)

Rys. 2.6. Schemat uktadu obrotowego ze
sprzggtem elastycznym z thumieniem

silnik obcigzenie

Na podstawie podobnych réwnan dynamiki ruchu obrotowego i ich odwzorowania w
uktadzie elektrycznym, mozna utworzy¢ zbior rownowaznych relacji, ktore sg zebrane
w Tabeli 2.2. Zaktadajac, ze znane s momenty M., M,, oraz pozostate parametry uktadu
z rys 2.6, jego dynamika moze by¢ opisana za pomocg nastgpujacych rownan:

2
Jr%—i_/ur%:Me _Mw’
e ; (2.12)
m }/2m+ mﬁ:Mw_Mm’
ds de

gdzie M,, — jak w (2.11).

Tabela 2.2. Rownowazno$¢ modeli uktadu obrotowego z uktadem elektrycznym

Uktad mechaniczny obrotowy Uktad elektryczny
moment inercji J (kg'm?) pojemno$¢ C (F)
moment obrotowy M (N-m) prad i (A)
predkos¢ katowa w (rad/s) napigcie u (V)

przesuni¢cie katowe y (rad)

strumien magnetyczny i (Vs)

wspotczynnik sprezystosci & (N-m/rad)

odwrotno$¢ indukcyjnosci 1/L (1/H)

wspotczynnik thumienia skretu g (N-m s/rad)

przewodnos¢ 1/R (S = 1/QY)

Podstawowe relacje:
do  d% _dy

moment inercji: M =J— J—F, o=
de dt de
sprezyna skretna M = ky
. dy
thumik skretu: M = uw=pu—

dr

Podstawowe relacje:

2
kondensator: i= du _ Cdl L u= dy
dt dr? dt

1
cewka: i=—

L 4
przewodnoéé i = 1,.1dy

R R dt
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Pierwsze réwnanie odzwierciedla réwnowage momentdow: napedowego (M.) z
momentami: inercji, oporow ruchu, a takze momentem przekazywanym do obcigzenia
poprzez sprzggto elastyczne (M,,). W drugim rownaniu zapisana jest rtOwnowaga mo-
mentoéw inercji i oporow ruchu napedzanego uktadu (lewa strona rownania) z momen-
tem przekazywanym przez sprzegto (M,,) i momentem obcigzenia (M,,).

Roéwnania (2.12), po uporzagdkowaniu i uwzglednieniu niektorych zaleznosci z Ta-
beli 2.2, mozna zapisa¢ w postaci rownan stanu, co sprowadza si¢ do ich przedstawie-
nia w postaci uktadu rownan pierwszego rzedu w nastepujgcej formie:

Jr%+ﬂra)r+/uw(a)r_a)m)+kw(}/r_7m):Me

dy, _

dfda) ' 2.13)
Tn =gt = (@, =0, )=k, (7, =7, ) =M,

dy,

m o _

a)m
dt

€0 mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

4 s Axeu, (2.14)
dt
gdzie:  x=[w, 7, o, 7,1,
__ ﬂ)’ + ﬂlv — & #VV k“ i
J J J, J,
1 0 0 0
A =
ﬂ)¢ kW _ ﬂm + ﬂ\V kW
J, J, g, I
0 0 1 0

u=[M,/J, 0 -M,/J, 0].

Istotng cechg modelu (2.12) jest, w ogdlnym przypadku, nieliniowa zalezno$¢ jego

parametréw od zmiennych procesu (stanu). W uproszczonym podejéciu zaktada si¢
tylko nieliniowe zalezno$ci dla momentu silnika M, oraz momentu obcigzenia M,,:

Me :Me(a)rﬂj/rﬂpr)9

(2.15)
Mm :Mm(wm’7n1’pm)’
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gdzie: p,, p» — zmienne zewngtrzne, zwigzane z uktadem sterowania catym napedem.

Wspomniane nieliniowosci rodzg dodatkowe problemy zwigzane z rozwiazywa-
niem rownan (2.12), jak rowniez ze stabilnoscig catego modelu. Szczegotowa analiza
tych zagadnien jest przedmiotem zainteresowania teorii uktadéw napedowych [16,
32]. W celu ilustracji powyzszych zalezno$ci, rozwazmy nastepujacy przyktad obli-
CZeniowy.

Przyklad 2.2. Przeprowadzi¢ analiz¢ uktadu napgdowego, jak na rys. 2.6 z nastgpuja-
cymi parametrami: stala inercji silnika A, = 0,84 s, moment bezwtadnosci
obcigzenia J,, = 28 kg-m?, moc znamionowa silnika P, = 420 KM przy
znamionowej predkosci obrotowej n = 1465 obr/min oraz cos@ = 0,86,
wspotczynniki thumienia: .= 0,05 N-m s/rad, u, = 0,045 N-m s/rad,
wspolczynnik sprezystosci sprzegla: &, = 3000 N-m/rad, wspotczynnik
thumienia sprzegta przy skrecaniu: z4, = 3500 N-m s/rad.

Przyja¢ zerowe warunki poczatkowe. Zatozy¢, ze moment napgdowy sil-
nika moze by¢ przyblizony za pomocg wzoru Klossa [16]:
w, -

2p, M . . w
M_en gdzie: M., — moment znamionowy, s =——— - po-

M,=—"—a
s/s, +s, /s o)

slizg, si — poslizg przy najwiekszej wartosci momentu M, = M.y
s, =5, ( Py APy — 1) , S» — poslizg przy znamionowym obciazeniu, py —
przecigzalno$¢ momentem: p,, =M, /M, =2,14.

Zatozy¢, ze moment obcigzenia jest okreslony za pomoca nastgpujacej za-
leznosci: M, =M, ((@/@)(1+k, (& ®)")), Myo=720,0 N-m,

ka=1,564.
W celu stosowania wzoru Klossa, nalezy wyznaczy¢ podstawowe parametry silnika. Zauwaz-
my, ze zarowno moc silnika, jak i jego bezwladnos$¢ zostata podana w jednostkach réznych od
tych, stosowanych w Tabeli 2.2 (jednostki SI). Jednostki te sg bardzo czgsto stosowane w od-
niesieniu do napedow elektrycznych. Nalezy je zatem przeliczy¢ do jednostek SI. W odniesie-
niu do mocy silnika, zachodzi nast¢pujaca relacja [40]:
1 KM = 0,73549875 kW (dla g = 9,80665 m/s?).
Na tej podstawie mozemy obliczy¢ znamionowy moment napgdowy:
P 7023,4P (KM) 9549,3P, (kW) 7023,4-420

M, =— =2013,5N'm,
o, n n 1465
n — znamionowa predko$¢ obrotowa (obr/min).
h s . . . . . 1500—-1465
Warto$¢ poslizgu znamionowego wynika z predko$ci znamionowej: s, = ——————=0,0233.

1500
Poslizg odpowiadajacy maksymalnemu (krytycznemu) momentowi wynosi:

Sy =sn(pM +./pk —1):0,0941.
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Korzystajac z podanych wzorow, mozna okresli¢ charakterystyki momentow silnika i obciaze-
nia (rys. 2.7). Punkt przecigcia obu charakterystyk okresla rownowagg tego uktadu napedowe-
go (na wykresie nie uwzglgdniono tlumienia w obracajacych si¢ elementach uktadu).
Wystepujaca w danych stata inercji H jest czgsto stosowana w napedach elektrycznych
(zwlaszcza w przypadku duzych generatoréw elektroenergetycznych). Jest ona zwigzana z
czasem rozruchu (wybiegu) 7, maszyny od zera do predkosci znamionowej przy znamionowej
mocy jednostki:

T, =2H,

a wiec stata H jest potowa czasu rozruchu w warunkach znamionowych.
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Rys. 2.7. Przebiegi momentéw: silnika M, oraz obciazenia M,,.

Stata inercji (bezwladnosci) H taczy sie, wiec z wielko$ciami okreslonymi w jednostkach ukta-
du SI za pomoca nastgpujacej relacji:
:En[MW-sj _ 5,4831J,n° XIOQ(MW-S
" S | MVA S MVA
energia potencjalng zgromadzong w wirujacej masie o momencie bezwladnosci J, i predkosci
£, (kM)

cosQ

] , gdzie: E, = %J,a)f x107% (MW-s) jest

r

katowej @, S, = x1,3596x107° (MVA) jest znamionowa mocg pozorng silnika (S, = S;).
Wynika stad nastgpujaca zaleznosc¢:
J - 2,479662~ H,-P,(kM) <10° = 2,47966~20,84 -420 N
n° cos @ 1460~ - 0,86
Pozostate wielko$ci sg znane, wigc mozna przystapi¢ do symulacji uktadu na podstawie row-
nania (2.14). Tym razem mamy do czynienia z uktadem réwnan rézniczkowych ze zmiennym
wymuszeniem, wiec nalezy zastosowac bardziej doktadng procedure, w miejsce tej, stosowanej
w przyktadzie 2.1. Skorzystamy z procedury ode45 w pakiecie Matlab (program Przy-—
ktad 2 2.m). Macierz A w (2.12) ma stale parametry, natomiast zmienne sg elementy wek-

10° =47,72 kgm?.
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tora u, ktore zaleza od wartosci momentow: silnika M. oraz obcigzenia M,,. Prawa strona row-
nania rézniczkowego (pochodne) jest obliczana w funkcji f{z,x), umieszczonej wewnatrz glow-
nej procedury. Wywolanie gléwnej procedury rozwigzywania macierzowego réwnania roz-
niczkowego znajduje si¢ w wierszu:

[t x] = oded5(Qf,tspan,x0,options); % rozwiazanie rdéwnania

Wyniki symulacji sa umieszczone w zmiennej macierzowej x. W zamieszczonym programie
symulowany jest proces rozruchu uktadu silnik — obcigzenie (w czasie 0 — 80 s) oraz wybieg,
po wyzerowaniu momentu napgdowego silnika w czasie #, = 80 s. Przebieg zmiany predkosci
obrotowej w obu polaczonych elementach wirujacych jest pokazany na rys. 2.8.

1500 L '

..

1000

n,

\\

Ly \

0 02 04 06 08 1 1,2 14 16 1,8 2
czast,s

Predkos$¢ obrotowa n, obr/min

0

Rys. 2.8. Przebiegi rozruchu i wybiegu uktadu

Mozna zauwazy¢ pewne roznice w przebiegu tych predkosci w stanach przejsciowych zwiaza-
nych ze startem lub wybiegiem silnika. Zachowanie si¢ sprzegta laczacego oba wirujace ele-
menty moze by¢ ilustrowane za pomocg przebiegu kata rozchytu:

AY =V, ~Vm

Przebieg zmian tego kata dla rozwazanych parametréw jest pokazany na rys. 2.9. Wida¢, ze
skret sprzegla osiaga wartos¢ ok. 27 stopni. Sprzeglo wraca do wyjsciowej pozycji po zatrzy-
maniu si¢ napedu. Warto zauwazy¢, ze w pokazanych przebiegach odnoszacych si¢ do rozru-
chu silnika, po czasie ok. 0,4s naped uzyskuje predkos$¢ znamionowa, ktora jest bliska predko-
$ci synchronicznej n; = 15000br/min = 250br/s. Oznacza to, ze do czasu wylaczenia zasilania
tw = 1s, wal napedu wykonuje ok. 20 obrotow.

Ilustrowana na rys. 2.9 dynamika sprzggta zalezy od obu parametrow jego modelu (rys. 2.6):
wspotczynnika sztywnosci sprezyny obrotowej k,, oraz wspotczynnika thumienia skretu zs,.
Nalezy zwroci¢ uwage na istotng réznice w wartosci wspotczynnikow, odzwierciedlajacych
opory ruchu silnika i obcigzenia (tarcie, opory wentylacyjne) oraz wlasnie oporéw ruchu ele-
mentow sprzegla. Odtwarzaja one odmienne zjawiska w analizowanym obiekcie.
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Nalezy zauwazy¢, ze w rzeczywistym uktadzie z napgdem w postaci silnika elektrycznego,
rozruch odnosi si¢ takze do stanu przejSciowego w sieci zasilajacej wraz z silnikiem. W celu
odtworzenia takich zjawisk, nalezy postugiwaé si¢ modelem symulacyjnym z bardziej doktad-
nymi modelami poszczegdlnych elementow uktadu, tacznie z siecig zasilajaca.

~

301
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201

151

101

Kat rozchytu sprzeglta Ay, (°)

by

0 02 04 06 08 1 1,2 14 1,6 1,8 2
czast,s

0

Rys. 2.9. Przebiegi zmian kata rozchytu sprzegta Ay

Zgodnie z zasadg réwnowaznosci, uktad z rys. 2.6 moze by¢ przedstawiony w po-
staci obwodu elektrycznego, jak na rys. 2.10. Latwo dostrzec elektryczne odpowiedni-
ki elementéow uktadu mechanicznego. Warto$ci poszczegolnych elementow nalezy
okresli¢ zgodnie z Tabelg 2.2.

l/k,,
M,

M. 1/ — —L
@ Hr J == (o O, l/ﬂm p— @Mm

J

Rys. 2.10. Obwod elektryczny ekwiwalentny uktadowi z rys. 2.6

Zrodha pradowe reprezentuja momenty zwigzane z silnikiem i obcigzeniem. Nalezy je
przedstawi¢ w postaci zrodet sterowanych zgodnie z funkcjami, jak w przyktadzie 2.2. W
sumie mamy do czynienia z prostym modelem obwodu pradu stalego ze sterowanymi
zrodtami pradowymi, ktore zaleza odpowiednio od napie¢ @. oraz @, ktore reprezentuja
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predkosci katowe silnika i obcigzenia. Taka reprezentacja uktadu mechanicznego jest
latwa do zastosowania w modelach uktadéw elektrycznych, w ktorych rozpatruje si¢ ukta-
dy napedowe [16]. Kolejny przyktad ilustruje zastosowanie do tego celu narzedzia Sim-
PowerSystems w programie Matlab/Simulink.

Przyklad 2.3. Na podstawie danych z przyktadu 2.2 opracowaé¢ model uktadu napedo-
wego, korzystajac z narzgdzi SimPowerSystems w programie Ma-
tlab/Simulink. Przyjac te same dane, jak w przyktadzie 2.2.
Schemat modelu jest pokazany na rys. 2.11. Sterowanie zrodtami pradowymi, ktére odwzoro-
wujag momenty: silnika oraz obcigzenia odbywa si¢ za posrednictwem blokow Me oraz Mm.
Odbywa si¢ to zgodnie z zaleznosciami okreslonymi w przyktadzie 2.2 na podstawie zmierzo-
nych warto$ci predkosci katowej wirnikow silnika (@) oraz obcigzenia (@,). Wielkosci te sg w
modelu odzwierciedlone za pomoca napig¢ po obu stronach modelu sprzggla taczacego oba
elementy. Schematy tych blokéw sg pokazane na rys. 2.12.

Sprzeglo
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Moment
silnka Uy Jr
Dl
.
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momentow

Moment
obciazenia
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powergui

Skalowanie Predkosc

Rys. 2.11. Schemat modelu uktadu napedowego w programie SimPowerSystems

b)

02 1/omg1

sk_omg1 omg1

Rys. 2.12. Schematy blokéw sterowania zrodtami pradowymi do odwzorowania: a) - momentu
silnika, b) - momentu obcigzenia
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Niezbednym elementem modelu opracowanego w ramach SimPowerSystems jest blok ‘power-
gui’, w ktorym okreslane sg warunki poczatkowe. W gornej czgsci modelu umieszczone sg
bloki do symulacji wylaczenia silnika (wybieg).

Obliczenia wykonano ze zwigkszong doktadno$cig: Relative tolerance = 1.0e-6
(podobnie, jak w przyktadzie 2.2). Przedstawiony model jest umieszczony w pliku Przy-
klad 2 3 mod.slx. Model nalezy uruchamia¢ z pliku Przyklad 2 3 start.m,
gdzie zadawane sa odpowiednie wartosci parametrow modelu oraz symulacji. Uzyskane prze-
biegi pokrywaja si¢ z rezultatami, otrzymanymi w przyktadzie 2.2.

2.3. Roéwnania Lagrange’a

W przypadku bardziej ztozonych ukladéw, niz te omawiane powyzej, tworzenie i
rozwigzywanie ich modeli matematycznych (modeli dynamiki) staje si¢ utrudnione.
Problem ten byt dostrzezony jeszcze w XVIII wieku przez czolowych matematykow
tamtych czasow (L. Euler’, J. d’Alembert®, J. Lagrange’), szczegdlnie w odniesieniu
do uktadow mechanicznych. W wyniku ich badan powstata nowa obszerna dziedzina
fizyki klasycznej, ktorg przyjeto nazywaé mechanika analityczng. Z czasem poszerzyt
si¢ obszar jej stosowania. Opracowany zostal zestaw narzedzi teoretycznych do opisu i
analizy ztozonych uktadéw dynamicznych, sktadajacych si¢ na tzw. formalizm La-
grange’a. Ponizej prezentowane s3 podstawowe zatozenia teoretyczne i niektére $rod-
ki praktyczne zwigzane z tworzeniem modeli Lagrange’a w odniesieniu do uktadow
mechanicznych i obwodow elektrycznych. Czytelnik moze tatwo uzupetnic¢ te¢ wiedzg
na podstawie dostepnej literatury [2], [3], [35], [42].

2.3.1. Pojecia podstawowe

Rownania Lagrange’a byly wyprowadzane i pierwotnie stosowane w odniesieniu do
uktadow mechanicznych. Niezaleznie wigc od obszaru zastosowan tych rownan,
zwigzana z nimi zasadnicza terminologia odnosi si¢ do uktadow mechanicznych. Po-
nizej podane sg podstawowe okreslenia stosowane w tym kontekscie.

Przestrzen konfiguracyjna uktadu utworzonego przez n punktow materialnych jest
okreslona przez 3n wspotrzednych przestrzeni trojwymiarowej, okres§lajacych potoze-
nie tych punktéw, co mozna przedstawié nastepujacym wektorem: x = [x1, x2, ... x3,]".

" Leonhard Euler (1707 — 1783) — wybitny matematyk szwajcarski; osiagniecia w zakresie
analizy matematycznej, mechaniki, optyki i astronomii.

8 Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783) — matematyk, fizyk i filozof francuski; prace z
zakresu mechaniki; sformutowat rachunek pochodnych czastkowych.

® Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) — matematyk i astronom wlosko-francuski; prace z
zakresu mechaniki (mechanika analityczna), rachunku prawdopodobienstwa, analizy matema-
tycznej.
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Na przyktad, rownania ruchu uktadu zlozonego z n punktéw w przestrzeni konfigura-
cyjnej przyjma nastgpujacag postac:

d’x, A
mjvzfj,]=3l—l,l=l,2,...,n,l=2, 1,0, (2.16)
gdzie: mj, f; reprezentuja, odpowiednio, mase i-tego punktu oraz dziatajaca na niego
site, przy czym: m; = msi2 = msi1 =ms;, i = 1,2, ..., n; indeks / odnosi si¢ do wymiaru
przestrzeni 3-wymiarowej, tradycyjnie oznaczanej wspotrzednymi (x, y, z).

W ten sposob, potozenie kazdego z n punktéw uktadu jest opisane przez 3 wspotrzedne
przestrzenne, co w efekcie tworzy przestrzen konfiguracyjng o 3n wspotrzednych.

W og6lnym przypadku, rownanie dynamiki uktadu, moze by¢ ograniczone wig¢za-
mi o liczbie p, ktore sg zdefiniowane przez nastepujace funkcje:

LX) = fi (X, X0,0.,%3,,6) =0, k=1,2, ..., p (2.17)

Wiezy okreslone przez (2.17) ograniczaja ruch poszczegdlnych punktéow uktadu, redu-
kujac swobode ruchu do s stopni swobody:

s=3n—-p (2.18)

Wida¢, ze liczba stopni swobody analizowanego systemu zalezy od liczby wspotrzed-
nych uzytych do jego opisu oraz od liczby ograniczen (wigzé6w) definiujacych sposob
poruszania si¢ opisywanych obiektow w tym uktadzie wspotrzgdnych. Réwnania wig-
zow w formie (2.17) tworza tzw. wigzy holonomiczne; inne formy tych réwnan (gdy
np. znak ‘=’ jest zamieniony na znak >’) prowadza do tzw. wigzow nie-holonomicz-
nych. Zauwazmy, ze znak r6wnosci oznacza, ze wiezy s3 ‘sztywne’.

Wspotrzedne uzyte w (2.16) sa nazywane wspotrzednymi kartezjanskimi, ktore sa
definiowane w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. W praktyce, uzywane sa
rozne uktady wspotrzednych, ktore tacza si¢ za pomoca odpowiedniej procedury
transformacji uktadow wspotrzednych. Rysunek 2.13 ilustruje sferyczny uktad wspot-
rzednych i jego powigzanie z uktadem kartezjanskim: P(x,y,z) <> P(r,6,¢).
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Rys. 2.13. Wspdtrzedne punktu w kartezjanskim i sferycznym uktadzie wspotrzednych
Przejscie z uktadu wspotrzednych sferycznych do wspoétrzednych kartezjanskich
odbywa si¢ za pomoca nastepujacej transformacji:
x =rsinfcos¢@
y=rsinfsing (2.19)
z=rcosf

Latwo sprawdzi¢, ze odwrotna transformacja ma nastepujaca postac:

r=-/x? +y2 +z2
x2+y? z
0 = arctg—————— =arccos — (2.20)
z r
¢:arctg1
x

Zauwazmy, ze przy eliminacji wspélrzednej z (z = 0, punkt porusza si¢ po ptaszczyz-
nie xy), uktad wspotrzednych sferycznych redukuje si¢ do uktadu wspédtrzednych bie-
gunowych (7, @).

Pojecie stopni swobody systemu ma bardzo praktyczne znaczenie, gdyz, jak wida¢
z (2.18), przy istnieniu ograniczen, liczba stopni swobody jest mniejsza od liczby
wspotrzednych, za pomoca ktorych opisywana jest dynamika systemu. W rzeczywi-
stosci, bez utraty jakichkolwiek szczeg6tdw, dynamika systemu moze by¢ zapisana w
uktadzie wspotrzednych zredukowanych do liczby stopni swobody. Jest to rownowaz-
ne okresleniu, ze liczba stopni swobody jest rowna liczbie rownan koniecznych do
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opisania ruchu uktadu. W ten sposob tworzy si¢ uktad wspolrzednych uogolnionych
(g1, 92, ---» q5) = (q)), j =1, 2, ..., s, ktory mozna traktowa¢ jako podzbior uktadu
wspotrzednych poczatkowych (nie-uogoélnionych, np. wspotrzednych przestrzeni kon-
figuracyjnej (x1, x2, ..., X31)). Zachodzi przy tym nastgpujaca relacja:

X, =x,(9,,955-4,),i=1,2, ..., (2.21)

Pozostate wspotrzedne (xg+1, X5+2, ..., X3,) przyjmuja wowczas stale wartosci. Na przy-
ktad, w przypadku rozwazanego powyzej uktadu wspotrzednych sferycznych, ograni-
czonego do wspolrzgdnych biegunowych, otrzymamy: g1 = x, g2 =y, z = 0. W 0gdl-
nym przypadku, zestaw wspolrzednych uogélnionych mozna wybraé¢ wedhug dowol-
nej zasady, pod warunkiem, ze bgdzie on w sposob jednoznaczny opisywat stan ukta-
du — nie jest to zatem wybor jednoznaczny. Z tych rozwazan wynika wniosek, ze licz-
ba wspotrzednych wymaganych do opisu systemu zalezy od jego wiasciwosci, a nie
od sposobu jego opisu. Niestety, ujemng strong tego spostrzezenia jest brak jedno-
znacznej procedury wyboru uktadu wspoétrzednych uogolnionych, ktére zapewnialyby
‘lepszy’ opis uktadu [35].

Podobnie do pojgcia wspotrzgdnych uogélnionych, moga by¢ takze definiowane
inne wielkosci; np. zapis: (4;,4,,---4,)=(q,),j = 1,2, ..., s, 0znacza zbidr uogdlnio-
nych predkosci.

2.3.2. Formalizm Lagrange’a

Rownania Lagrange’a majg posta¢ uktadu réwnan rozniczkowych II rzedu, opisuja-
cych ruch systemu dynamicznego swobodnego (bez wymuszenia) lub z wigzami
(wymuszeniami), ktore okreslaja warunki ograniczajace przestrzen poruszania si¢
uktadu (jego wspodlrzedne lub ich pochodne wzgledem czasu (predkosci)). Réwnania
systemu swobodnego maja nastepujaca postaé'’:

o) 012 )
gdzie £ oznacza roznicg energii kinetycznej Ey i potencjalnej E,:

L=E -E,, (2.23)
przy czym: Ei = El(q;, gj, ), Ep» = Ex(g;, t) 1 w konsekwencji otrzymujemy funkcje: £ =

L(g;, g;, 1), ktora jest znana, jako funkcja Lagrange’a (lagrangian). W przypadku wie-
z6w ustalonych (niezaleznych od czasu), lagrangian takze nie zalezy od czasu.

10 Niekiedy mowi sie o rownaniach Eulera-Lagrange’a, jednak pierwszy sformutowat je w
takiej formie J. Lagrange.
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Zaleznosci (2.22) opisuja ruch systemu zachowawczego (konserwatywnego), ktory
charakteryzuje si¢ tym, ze wykonana praca nie zalezy od drogi, a dziatanie to jest w
pelni odwracalne. Wynika stad, Ze praca wykonana na drodze zamknigtej pod wpty-
wem sit zachowawczych, jest rowna zeru, na przyktad, praca wykonana w polu grawi-
tacyjnym lub elektrycznym. W uktadzie nie wystegpuja elementy rozpraszajace (po-
chlaniajace) energie.

Roéwnania Lagrange’a (2.22) odnoszg si¢ do energii kinetycznej i potencjalnej roz-
patrywanego punktu (uktadu) materialnego. Zaleznos$¢ ta zostata wyprowadzona przez
odpowiednie przeksztatcenie rownan odnoszacych sie do sity (rownan Newtona). Po-
kazuje to kolejny przyktad.

Przyklad 2.4. Rozpatruje si¢ przestrzen jednowymiarowa w ziemskim polu grawitacyj-
nym o przys$pieszeniu g. Korzystajac z zasady zachowania energii i dru-
giej zasady dynamiki Newtona wyprowadzi¢ funkcje Lagrange’a dla
punktu materialnego o masie m.

Zatézmy, ze rozpatrywany punkt zmienia potozenie (wysokos¢) x pod wptywem grawitacji ze

statg g, powodujac zmiane predkosci v, z przyspieszeniem a. Rownowaga dziatajacych tu sit

okreslona jest zgodnie z nastgpujacym roéwnaniem:

dv d’x
-mg=ma=m—=m—, 2.24
8 a e (224)
co prowadzi do nastegpujacego zwigzku:
2
m%+mg =0 (2.25)

W rozpatrywanym procesie nastgpuje zamiana energii potencjalnej £, na energi¢ kinetyczna
Ex spadajacego ciata, przy czym:
E, =E, (x)=mgx,
(2.26)
E =E @)= %mv2

Zauwazmy, ze energia potencjalna E, nie zalezy od predkosci, wigc: OE,/0v = 0. Podobnie,
energia kinetyczna E} nie zalezy od przesunigcia (wysokosci), skad: 0E/0v = 0.
Na podstawie (2.26) mozna okresli¢ lagrangian:

L=L(x,v)=E (v)-E, (x)= %mv2 —mgx (2.27)

Rownanie Langrange’a (2.22) przyjmuje w tym przypadku nastgpujaca postac (s = 1):

i[%J—%:i i(lmvz—mgx] —i(lmvz—mngzo (2.28)
de\ov) ox  dr{dvi2 dx\ 2
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Po wyznaczeniu poszczegbélnych pochodnych, otrzymujemy zalezno$¢ (2.25), co potwierdza
poprawnos¢ wywodu. Ostatecznie, lagrangian rozpatrywanego uktadu dynamicznego ma po-
stac, jak w (2.27).

Istotna réznica pomiedzy klasycznymi rownaniami rézniczkowymi opisujacymi ruch
uktadu dynamicznego (réwnaniami Newtona), a rownaniami Lagrange’a polega na
tym, ze w tych ostatnich nie wystgpuje sita i zwigzane z nig pojecia, jak rOwnowaga
sil, sity reakcji. Jej miejsce zajmuje energia w postaci kinetycznej i potencjalnej, kto-
rych réznica definiuje funkcje Lagrange’a £ = £(g;, g;, {). Takie ujecie dynamiki ukta-
du jest nazywane formalizmem Lagrange’a. Czgsto przytacza si¢ powody stosowania
reprezentacji dynamiki systemu w postaci rownan Lagrange’a, w miejsce bezposrednich
réwnan Newtona, wsrod ktorych mozna wymienié: - pozbycie si¢ zapisu wektorowego
(ktory jest zwigzany z sitami) 1 zastgpienie go reprezentacjg skalarng; - bezposrednie
uzycie notacji, ktora jest charakterystyczna dla robotyki; - formalizm Lagrange’a po-
zwala zazwyczaj tworzy¢ prostszy zapis dynamiki ztozonych systemow.

Rownanie Lagrange’a w postaci (2.22) odnosi si¢ do uktadow zachowawczych
bezstratnych (bez ‘tarcia’). Jesli rozpatruje si¢ dzialanie zewnetrznych sit na uktad, a
takze wystgpowanie elementow rozpraszajacych nieodwracalnie energie (tarcie, grza-
nie, promieniowanie itp.), to otrzymamy nastgpujacag postac¢ rownan (2.22):

e I (2.29)
dt\ oq, | oq, '

gdzie f; oznacza sil¢ zwigzang z rozpraszaniem energii oraz wymuszeniem zewnetrz-

nym; zazwyczaj przyjmuje si¢, ze sita zwigzana z rozpraszaniem energii jest propor-
cjonalna do predkosci uktadu (liniowej lub katowe;j):

fy=1 14 (2.30)

gdzie: f.; jest zewngtrzng sita wymuszajaca, a u jest wspdlczynnikiem rozpraszania
energii (tarcia). W miejsce sily zwigzanej z rozpraszaniem energii mozna operowac
energig strat (rozpraszania), £,

%, ; (2.31)
aqj - ,U jq j? .
|
skad: E, =E,uq (2.32)
Przyklad 2.5. Wyprowadzi¢ réwnanie Lagrange’a ruchu wahadta (rys. 2.14). Przyja¢,

ze ruch wahadta jest thumiony zgodnie z (2.31) ze wspotczynnikiem z.
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Rys. 2.14. Ruch ptaski wahadta

Przy zatozonej statej dlugoséci wahadta /, rozpatrywany uktad ma jeden stopien swobody zwig-
zany ze wspotrzedng okreslajacg kat potozenia 6. Energie sktadajace si¢ na funkcje Lagrange’a
sg okreslone podobnie, jak w Przykladzie 2.4 (2.26), gdzie x oznacz wysoko$¢ punktu mate-
rialnego ponad jego dolne polozenie. Zatem, otrzymamy:

E,=E, (x)=-mgx,skad: E (0)=-mglcos6

E, =E (v)= %mv2 ,skad: E, (0)= %mlzéz ,przy czym: v=ol, o =0.
Funkcja Lagrange’a:

. ) 1 .
L£(0,0)=E,(0)-E,(0)= Emlzgz +mglcos@,

skad mozna okresli¢ pochodne:

i(%j =ml’0, ok _ —mglsin 6
dr\ 06 o0

Ostatecznie, rownanie ruchu wahadta zgodnie z formalizmem Lagrange’a przyjmuje nastepu-
jaca posta¢ (po uwzglednieniu (2.31)):

ml*0 + b + mglsin® =0,

co mozna zapisa¢ za pomocg roéwnan stanu:

sz —Esinx1

[

X, =—

X=X
W tym ostatnim zapisie zmienna x; oznacza kat wychylenia wahadta 6, natomiast x, reprezen-
tuje predkos¢ katowa w. Przy matych wychyleniach wahadta mozna zatozy¢, ze x; = sin xi, co
prowadzi do liniowego modelu. Laczace si¢ z tym rozbieznosci mozna przesledzi¢ na rys. 2.15.
gdzie pokazano przebiegi kata wychylenia wahadta (rys. 2.15a) oraz zmiang¢ predkosci katowej
(rys. 2.15b). Krzywe 1 odpowiadaja pelnemu modelowi nieliniowemu, natomiast przebiegi 2
pokazuja dynamike uproszczonego modelu liniowego. Widaé, ze wyniki symulacji znacznie
si¢ r6znig przy duzych wychyleniach wahadla, natomiast sa bardzo podobne dla kata wychyle-

nia mniejszego od wartosci n/4.
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Rys. 2.15. Zmiana kata potozenia (a) oraz predkosci katowej (b) wahadta; 1 — obliczenia dla
wahadla nieliniowego, 2 — rezultaty dla modelu liniowego

Obliczenia zostaly przeprowadzone przy nast¢pujacych parametrach modelu wahadta: m =
l1kg,/=1m,g=9,8067 m/s?, u= 0,1 N-m-s/rad.

2.4. Modele Hamiltona

Pojecie wspotrzednych uogoélnionych w postaci potozenia (g;) oraz predkosci (¢;) mo-
7e by¢ rozszerzone na pedy uogdlnione (p)'': (p1, p2, ..., pm) = @), j = 1, 2, ..., s.
Opis dynamiki uktadu w odniesieniu do pedu poszczegdlnych jego elementdw, taczy
si¢ wiec z uzyciem 2s wspotrzednych uogolnionych: s wspotrzednych potozenia oraz s
uogolnionych wspdtrzednych pedu: (g1, ¢2, ..., gs; p1, p2, ..., Ps), PrZy czym, te grupy
wspotrzednych tacza sie poprzez nastepujacy zwiazek [2], [42]:

op

__.aj:1729'~~>sa (233)
aq,

pP;

Roéwnania Lagrange’a moga by¢ zastgpione przez nastgpujacy uktad réwnan roz-
niczkowych pierwszego rzgdu o 2s wspotrzednych uogolnionych, przedstawiajacych
rownania Hamiltona [42]:

' Dla przesuniecia okreslonego przez wspotrzedng uogdlniong ¢, ped jest wektorem o war-
todci: p = mv = mq, natomiast dla obrotu o kat ¢, uogélniony ped ma wymiar momentu pedu: p
= Jw, gdzie J — moment bezwladnosci, @ - pr¢dkos¢ katowa.
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29 ") (2.34)
g, ==L j=1

J apj

__ﬁﬂ(p’q),J: 1,2’ .

e S,
22, i S,

gdzie funkcja H(p, q) = p4 — L = pq(p, q) — L(¢(p, q), ) jest nazywana hamiltonianem
(funkcja Hamiltona'?).
Jesli w ukladzie odwzorowuje si¢ takze straty zwigzane z tarciem, to nalezy to
uwzgledni¢ w pierwszym z rozpatrywanych rownan:
pjz—M+fj,j=1,2,...,s, (2.35)
aq,
gdzie f;, jak w (2.29).
Opis uktadu za pomocg rownan Hamiltona jest rownowazny rownaniom Lagrange’a,
a w konsekwencji, takze rownaniom Newtona. Ilustruje to nastepujacy przyktad.

Przyklad 2.6. Opisa¢ dynamike¢ wahadta z Przyktadu 2.5 za pomoca réwnan Hamiltona.
Wyprowadzi¢ odpowiednie zaleznosci i wykona¢ symulacje ruchu waha-
dta, przyjmujac parametry, jak w Przyktadzie 2.5, przy zatozeniu, ze dtu-
gos¢ wahadta wynosi / =2 m.

Funkcja Lagrange’a ptaskiego wahadta zostata okreslona w Przyktadzie 2.5:

£(0,0) = %mlzéz +mgl cos 0

Na podstawie (2.33), ped punktowej masy m w ruchu obrotowym (moment pgdu) mozna okre-
§li¢ nastgpujaco:

oL oL
pP= a = E =
Funkcja Hamiltona ma w tym przypadku nastepujaca postaé:

ml*0

. . ) o1 :
H(p,q) = pq—L = pi(p,q)—LG(p,q),q) = ml’0’ —5ml 20* —mgl cos 0

Po uporzadkowaniu otrzymujemy:
2

FH(p,q)=(p,0) =%m1292 —mglcosf = 2p —mgl cos 6
m

12

Rownania Hamiltona sg wigc nastepujace:

12 William Rowan Hamilton (1805 - 1865) — irlandzki fizyk, matematyk i astronom; pod-
stawy mechaniki klasycznej, opis dynamiki systemow.
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OH(p,0) : p
=————"—=-mglsin0 ——— 4,
20 & mi* "
o= 0H#Pp.0) _ p
op ml
Przebiegi uzyskanych stad wielkos$ci: predkosci katowej oraz pgdu s3 pokazane na rys. 2.16.
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Rys. 2.16. Zmiana kata polozenia (a) oraz momentu pedu (b) wahadta

Porownujac powyzsze przebiegi z rezultatami otrzymanymi w Przyktadzie 2.5, wida¢, ze tym
razem pulsacja drgan jest mniejsza, co jest wynikiem dwukrotnego wydluzenia ramienia waha-
dfa. Rowniez efekt thumienia ruchu jest tym razem mniejszy, gdyz mniejszy jest udziat sity
zwigzanej z tarciem (2.31) w stosunku do sity wynikajacej ze zwickszonej amplitudy pedu.

Porownujac koncowe wzory, reprezentujace w obu powyzszych przyktadach mo-
dele wahadta w postaci rownan rozniczkowych pierwszego rzedu (Przyktad 2.5 oraz
Przyktad 2.6) wida¢, ze réznig si¢ one wyborem zmiennych stanu. Postepowanie
zwigzane z formalizmem Lagrange’a prowadzi do rownania rézniczkowego drugiego
rzgdu (2.29), ktére moze by¢ nastgpnie w bardzo rdézny sposoéb wyrazone w postaci
rownan stanu. Formalizm Hamiltona wymaga, aby model dynamiki rozpatrywanego
uktadu byl zapisany w postaci $cisle okreslonych rownan stanu (2.34), w ktorych
zmiennymi sg: przesuniecie oraz ped.

Réwnania Hamiltona, opisujace dynamike uktadu, sg rownowazne réwnaniom La-
grange’a. Nalezy zauwazy¢, ze baza rownan Hamiltona jest ped uktadu, ktory jest
wielko$cig wektorowa, co porzadkuje analize sktadajaca si¢ na ‘formalizm Hamilto-
na’. Rownania Lagrange’a oparte s3 na pojeciu energii (potencjalnej i kinetyczne),
natomiast rOwnowazne im roéwnania Newtona bazujg na pojgciu sily.

Formalizm Hamiltona stat si¢ podstawa do tworzenia modeli uktadéow dynamicz-
nych zar6wno w mechanice klasycznej, jak i w mechanice kwantowej. W jego obregbie
powstalo wiele twierdzen, ktore staly si¢ podstawa wspotczesnej fizyki, jak stynne
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twierdzenie Emmy Noether'®, ktore wiaze symetrie (niezmienniczosci) praw ruchu z
zachowaniem okreslonych wielkosci fizycznych (prawa zachowania) [2], [42]. Na
przyktad, zasada zachowania energii w systemie izolowanym wynika z niezmienni-
czo$ci praw fizyki wzgledem przesunigcia w czasie. Podobnie, zasada zachowania
pedu jest konsekwencja niezmienniczos$ci wzgledem przesunigcia w przestrzeni.

2.5. Rownania Lagrange’a w odniesieniu do obwodow elektrycznych

Obwad elektryczny jest przyktadem typowego uktadu dynamicznego, w ktorym elek-
tromagnetyczny stan przejsciowy jest reprezentowany za pomocg uktadu réwnan roz-
niczkowych. Jesli ograniczymy rozwazania do modelu obwodu o statych skupionych,
to zauwazymy bezposrednie odniesienie do oméwionych powyzej metod, stosowa-
nych w mechanice analitycznej. Nawigzanie do formalizmu Lagrange’a wymaga okre-
slenia w stosunku do obwodu elektrycznego poje¢, stosowanych na gruncie mechani-
ki, jak: wspotrzedne, w tym wspodtrzedne uogolnione, stopien swobody, energia kine-
tyczna, czy tez potencjalna. Zagadnienia te byly przedmiotem badan w teorii obwo-
dow elektrycznych'®. Analiza ta pokazuje, ze w rownaniach Lagrange’a wygodnie jest
przyja¢ w charakterze wspotrzednych obwodu elektrycznego tadunki elektryczne
zwigzane z pradami ptynacymi w poszczegodlnych gateziach obwodu lub strumienie
elektromagnetyczne odpowiadajace napigciom w poszczegodlnych weztach sieci, przy
czym, liczba takich wspotrzednych w obwodzie wynika z ograniczen naktadanych
przez prawa Kirchhoffa [50]. W pierwszym przypadku mamy do czynienia z analogia
do metody pradoéw oczkowych (metoda oczkowa), a w drugim — do metody potencja-
low weztowych (metoda weztowa).

2.5.1. Metoda oczkowa

W charakterze wspotrzgdnych w rownaniach Lagrange’a przyjmuje si¢ tadunki elek-
tryczne, jakie sa zwiagzane z pradami oczkowymi w obwodzie elektrycznym: (q1, g»,
..., 4s). W og6lnym przypadku zmienna g; reprezentuje catke z pradu wzgledem czasu
(tadunek elektryczny) w zdefiniowanym j-tym elemencie sieci, chociaz indeks ten
moze takze oznacza¢ bardziej uogdlniony tadunek. Przy tym zatozeniu, energia kine-
tyczna w uktadzie elektrycznym moze by¢ reprezentowana przez energie¢ zgromadzo-
na w elementach indukcyjnych. Prad i ptynacy przez element o indukcyjnosci L gro-
madzi w nim energie o wartosci Ex(i) = L i*/2, przy czym i = dg/dt = ¢, co jest nawia-

13 Amalie Emmy Noether (1882 - 1935) — niemiecka matematyk i fizyk; po wyjezdzie z hi-
tlerowskich Niemiec pracowata w USA; ,najwazniejsza kobieta w historii matematyki” (A.
Einstein).

4 WELLS D.A., Application of the Lagrangian Equations to Electrical Circuits. Journal of
Applied Physics 9, 312 (1938); doi: 10.1063/1.1710422.
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zaniem do energii kinetycznej w mechanice: Ex(v) = mv*/2. Indukcyjno$é wzajemna
L1, obwodow, w ktorych ptyna prady, odpowiednio i oraz i, gromadzi energig¢:
Eliiib)=Liivix=Lix g1 g>.

Podobnie, energia potencjalna moze by¢ reprezentowana przez energi¢ zgroma-
dzong w kondensatorze: E,(q) = ¢*/2C. Energia potencjalna jest takze reprezentowana
w obwodzie elektrycznym przez zrodto: sita elektromotoryczna e zrodta dostarczaja-
cego fadunek ¢ jest okre§lona przez energie potencjalng E,(q) = e ¢q. Dodatni znak tej
energii odpowiada przeplywowi tadunku ¢ w kierunku przeciwnym do sity elektromo-
torycznej e.

Energia tracona w oporniku R jest zwigzana z mocg wydzielang w tym elemencie
przy przeptywie pradu i E, = Er = R i*/2. Oporno$é R reprezentuje tu wspotczynnik
rozproszenia u (2.29), natomiast spadek napigcia na opornosci jest sitg zwigzang z
rozproszeniem: f=ug = R i.

W ten sposob, funkcja Lagrange’a, okreslajagca dynamike obwodu elektrycznego
moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci:

djok] ok OF _dfOL| Ok g =f.i=1.2 s (2.36)
de\ oi, )] oq;, 0oq, dt\oq,) oq; ‘

gdzie s oznacza liczbg wspotrzednych, ktore zazwyczaj sa przypisane do galgzi obwo-
du, natomiast funkcja Lagrange’a £ = £L(q, q) jest okre$lona przez energie elementow
uczestniczacych w rozpatrywanym obwodzie; w przypadku rownania napigciowego, f;
jest wymuszeniem w postaci zrodta napigciowego w oczku.

Zapisujac funkcje Lagrange’a dla pojedynczego oczka RLC ze zrodlem napigcio-
wym (rys. 2.1 a), otrzymamy (j =s = 1, co pomijamy):

1 ) q2
BZEk_Ep:ELq —%,
(2.37)

Eg =%R(j2, ugp =Rq, f=u(?)

gdzie: g = Cuc — tadunek elektryczny w kondensatorze (uc — spadek napigcia na kon-
densatorze), g'= dg/d¢ — prad, ur — spadek napiecia na oporniku.
Po wstawieniu (2.37) do (2.36), otrzymamy oczywisty zwiazek:

i(L(j)+1+Rc} =

. ’ L(h;;)+uc(t) +Ri(t) = u(t) (2.38)

ktory przedstawia sumg napig¢ w oczku RLC, zasilanym napigciem u(?).

Zauwazmy, ze elementy rozpraszajace energi¢ (oporniki) sg tu reprezentowane w
postaci zewnetrznych (do lagrangianu) funkcji £, wigc zapis funkcji Lagrange’a obwo-
du elektrycznego jest czgsto ograniczony do sieci elektrycznych LC, ktory jest nastep-
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nie rozszerzany o funkcje reprezentujace straty w obwodzie oraz zewnetrzne (nieza-
lezne) zrodia. Zastosowanie powyzszych relacji ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 2.7. Opisa¢ dynamike uktadu elektrycznego z rys. 2.17 zgodnie z formali-
zmem Lagrange’a i opracowa¢ odpowiadajacy mu model symulacyjny.

il Rl Ll i2 Lz

D

G
Il
I

u(t)

Rys. 2.17. Rozpatrywany obwod elektryczny

Budujemy rownania Lagrange’a na bazie rownan napigciowych, zgodnie z zaznaczonymi na
schemacie oczkami. Wielkosci ¢; oraz ¢ oznaczaja tu tadunki elektryczne towarzyszace po-
szczegolnym napieciom oczkowym. Konsekwentnie, prady sa okreslone nastepujaco:

L = =—, 1n = =—, I = — =1 —1

1= a2 T g 08 Qa1 =h—nh

Energia kinetyczna jest zwigzana z energia gromadzong w indukcyjnosciach:
1. ., 1 . 1. .,

Ey = ELIQI + EL3(‘]1 - qz)z + ELZqZ ,

natomiast energia potencjalna jest zwigzana z energig zgromadzong w kondensatorach:

_lgf 1g3
P2G6 2G
Energia wydzielana w opornikach jest nastepujaca:

1 ., 1 .2
Ep,=—Rqgi +—R
R B 191 B 292

Mozna przystapi¢ do tworzenia réwnan Lagrange’a dla obu wspotrzednych ¢ oraz ¢, zgodnie

z modelem (2.36):

d(OF | 0  OFp  OEp

dr | g, oq;  0q;  Oq
oF

dt\ 0qy ) Oqy  Oqy  0qy

gdzie wymuszenie w petli g, jest reprezentowane przez zrodto napigciowe u(f).

Poszczegdlne sktadniki powyzszych réwnan mozna obliczy¢, uwzgledniajagc wczedniejsze

relacje:

=u(),
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OE,  OE o
—=0, 7-:(L1 +L3)¢11 -L3q,,
oq, oq,

oF oF . .
—k-o, fk:(Ll +L3)qz - Lsq,
0q, 0q,

Ey _a %y _q

oq, C oq, G,

OEy .. OEp . .

— =R, =Ry

0q, 04,

Po podstawieniu do rownan modelu Lagrange’a, otrzymamy ich nowa postac:

(Ll + 1 )‘il —Lyg, + % +Rigy =u(?),
|

. . q .
2

W celu utworzenia modelu symulacyjnego analizowanej sieci, wygodnie jest zapisa¢ powyzsze
réwnania w postaci unormowanej, z pozostawieniem najwyzszej pochodnej po lewej stronie, a
pozostate sktadniki — po prawej stronie réwnosci. Po wykonaniu prostych przeksztatcen
otrzymamy:
Gy =bi(- Ridy = pagy —bsdr — brgy +u(0)),
> = by (= Roag — pags — bedh —bsqy +bou(0)),

gdzie:
b
P2 Cl’p4 sz
1
b=by=———7"7—,
LI+7L2L3
Ly + L,
L L
by=—"—p,, by=—"—R,,
Ly + 1,4 Ly + Ly
L L
bg=—23 ,by=—3 bo=biR;.
5 L1+L3p2 7 L+1, 6 748

Zgodnie z powyzszymi roOwnaniami zostal utworzony model symulacyjny z zastosowaniem
programu Matlab/Simulink (rys. 2.18), gdzie przy poszczegdlnych blokach zamieszczone zo-
staly oznaczenia zgodnie z powyzszym wykazem.
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Rys. 2.18. Schemat modelu Matlab/Simulink rozpatrywanej sieci

Rezultaty wykonanych symulacji sa pokazane na rys. 2.19 (przebiegi tadunkéw w obu oczkach
sieci) oraz na rys. 2.20 (przebiegi zmian pradow). Symulacje wykonano dla nastgpujacych
parametrow sieci:

R =1 Q, Ry=2 Q, L= 0,1 H, L= 0,1 H, Ly = 1,2 H, C = 8,3 MF, C = 4,7 ].,lF, wymuszenie
napigciowe w postaci skoku napigcia statego u(f) = 100 V.

_3
10
25— :
TS R T A
1’5_ 44444 44444444 ,,,,,,, ,,,,,,,, ,,,,,,,, ....... 44444444 ,,,,,,, .
e
os| Y IRERRRRAE
O - ‘ ; P v :
~ o (- i | I N AL A T on [A
F O MMERANBANANARARANAARN
TR NN IHLHE ; YRR LA T
3 OWBEY YRRV
-~ |\ ' : : : : : B :
\ : : : q2
70’5,'.,‘.‘.“.5 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e RS EEERLE SRTERP LR N
71 I 1 1 I 1 1 1 1 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Rys. 2.19. Przebiegi zmian wartosci fadunkow elektrycznych w zaznaczonych oczkach
rozpatrywanego obwodu
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Zauwazmy, ze w stanie ustalonym napiecie na kondensatorze C; osigga wartos¢ rowng napig-
ciu zasilania: u = 100 V, skad tadunek pierwszego oczka jest wowczas rowny:
¢q1=u-C=100-8,3-10°=8,3-10* C,

co potwierdza przebieg tego tadunku na rys. 2.19.

Przebieg wartosci ¢» (tadunek na kondensatorze C,) zmierza do zera, co wynika stad, ze w
stanie ustalonym, spadek napigcia na tym kondensatorze przyjmuje warto$¢ zerowa.

Przebiegi pradow (rys. 2.20) sg konsekwencja dynamiki fadunkow elektrycznych. Poczatkowe
gwaltowne oscylacje pradow przechodzg w bardziej regularne przebiegi, ktore, przy wymusze-
niu w postaci napigcia statego, zmierzaja do wartosci zerowych.

0,5

Rys. 2.20. Przebiegi pradéw w zaznaczonych oczkach rozpatrywanego obwodu

Pliki z programami sktadajacymi si¢ na przedstawiony model sa umieszczone w katalogu
Przykiad 2 7.

Kolejny przyktad pokazuje sposdb tworzenia modelu wedtug procedury Lagran-
ge’a w sieci ze zrodlem pradowym i napigciowym.

Przyklad 2.8. Opisa¢ dynamike uktadu elektrycznego z rys. 2.21 zgodnie z formali-
zmem Lagrange’a i opracowac odpowiadajacy mu model symulacyjny.
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Rys. 2.21. Rozpatrywany obwod elektryczny

Budujemy rownania Lagrange’a zgodnie z zaznaczonymi na schemacie oczkami, przy tym,
wspoélrzedne zwigzane z tymi oczkami: ¢, g2, g3 oraz g4 oznaczaja tu tadunki elektryczne.
Konsekwentnie, prady sa okreslone jako pochodne tych tadunkow:

: - _dg . o _dg, . _ . _dg; . . _dgy

1 = =—,1 = =—=,5h= =— 1) = = —

asa= =0 1=d3 = J(t) =44 dr

Widac¢ stad, ze zrodto pradowe jest reprezentowane przez pochodng tadunku gs.

Energia kinetyczna jest zwigzana z energia gromadzong w indukcyjnosci:
|
E; = EL(CD +‘14)2 ,
natomiast energia potencjalna jest zwigzana z energia zgromadzong w kondensatorach:
2 2
B _l@+l(Q3 +44)
»=
2C 2 G
Energia wydzielana w opornikach jest nastepujaca:
(. . 1 .,
Ep = 5R1(Q3 ~qf +5Redi
Mozna przystapi¢ do tworzenia rownan Lagrange’a dla wspotrzednych ¢, ¢» oraz g3 zgodnie z
modelem (2.36). Fizycznie, s3 to rownania napieciowe w poszczegolnych oczkach:

i % _%_{_%_{_%:0
dt| oq, 0q; Oq Oq

i a& _aﬂ_{_aE‘ip_{_aEviR:O
dr\ oq, 0q, 9q, 0qy

i aﬂ _aﬂ_{_%_’_%:e(t)
dr\ Oq3 0q3 0q3  Oq3

d (0B | 0E, O, OEy _

dr\ 0q4 0qs 0q4 Oqy

gdzie wymuszenie w petli g3 jest reprezentowane przez zrddto napieciowe e(r).
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Sktadniki powyzszych rownan mozna obliczy¢, uwzgledniajac wezesniejsze relacje:

OE _, OE _,
oq, oq,
aﬂ=0» a&:L(Ch +44),
0q, oq;
OE, _, O _,
oq; 0q3
%:0, %:L(Qz +44),
0q4 044
8Ep:ﬂ 8Ep20 8Ep:qff% 6Ep:‘13+‘14
dq, € 0Oq, 0q3 G 044 G
OF . . oF . oE . .
= _Rl(% —fh), —R= Ryq,, 2= Rl(‘h —‘11)
oq, o4, 43

Po podstawieniu do rownan modelu Lagrange’a, otrzymamy ich nowa postac:

%—Rl(% —6?1)2 0,
L(‘?z +4y )+ Ryq, =0,
93+ 44

TJFRl(% —6?1): e(t),

. +
L(‘Iz +‘I4)+ R E uj,

G
gdzie u; jest napigciem pomigdzy weztami, do ktdrych przylaczone jest zrodlo pradowe j(7).
Uzyskane rownania mozna fatwo uzupehic o nastepujace relacje:
ucy ey = e(t)
iR =q3—q1 =i —icy, i —ica+ j(t) =0, i +igy = j(1) =0
Na podstawie drugiego rownania powyzszego modelu Lagrange’a otrzymamy pierwsze row-
nanie rézniczkowe modelu sieci:

;L __&.
q2 744 qu’

ktére mozna zapisa¢ w nastgpujacej formie:

di, Ry, .
L T2 — it
o . (i, —Jj (@)

Stosujac notacj¢ z kropkami do oznaczania pochodnych, otrzymamy:
Cucy =icy

Coticy =icy

skad: Cyticy —Ciie = ic —icy

Oznaczajac: q, = Coucy —Ciicy , Otrzymamy:

gy = Coucy = Cuucy =icy —ic
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Na podstawie powyzszych rownan mozna wyznaczy¢ prad icz:

. . Uct .
icy —lc1 = RLJFJ(I)
|

Giicy |, . :
—== 4~ = Cie(t
c, Te=a ()

skad:

icy = C2 ucy+ € Jj)+ GG é(t) oraz:
R (C+Gy) C+GC, C+GC,

P TS B S 0
R(Ci+Cy) G+, C+GC,

Po prostych przeksztatceniach, otrzymamy:
—1 C2 .

R(C+C,) (Coucy = Cucy) + R(C, +C2)e(f)+J(f)
Uwzgledniajac poprzednie oznaczenie, otrzymamy:
- S e+,

Ri(C+Cy) Ri(C+Gy)
ktore jest drugim rownaniem rozniczkowym opisujagcym dynamike analizowanej sieci. Jak
widaé, pomimo tego, ze w sieci wystepuja trzy elementy reaktancyjne: C;, C; oraz L, (rys.
2.21), to jej dynamika jest opisana przez dwa réwnania rézniczkowe, gdyz wystepuje tu oczko
z kondensatorami i zroédlem napigciowym e(?), co redukuje liczbe niezaleznych réwnan [40].
Do uzyskania pradow ptynacych w kondensatorach, niezbedne jest rézniczkowanie wymusza-
jacego napigcia e(f).
Znajac wielkosi i;, oraz g., mozna obliczy¢ pozostate wielkosci w modelu sieci:

x CZe(t))

icy —icy

qx

-1
u =
¢l C+GC, (q

Ucy = m(qx + Cle(t))

Uzyskane warto$ci napi¢¢ mozna zastosowac do obliczenia pradoéw ici oraz ico.

Zgodnie z powyzszymi rownaniami zostal utworzony model symulacyjny z zastosowaniem
programu Matlab/Simulink (rys. 2.22). Pliki tworzace przedstawiony model sg umieszczone w
katalogu Przykiad 2 8. Parametry modelu sa definiowane w oddzielnym skrypcie
przykl 2 8 par.m, ktory nalezy uruchomi¢ przed rozpoczgciem symulacji (wartosci
odpowiednich parametréw sa przekazywane do modelu poprzez blok Workspace). Ponizsze
rezultaty uzyskano przy nastgpujgcej zawartosci tego pliku:

o

% parametry do Przykladu 2.8
clear all;
close all;

o

% Parametry zrddet:

£=50.0; % czestotliwosé

J=5.0; % amplituda pradu j(t)
freg=2*pi*f; % pulsacja

E=100.0; % amplituda napiecia e(t)
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o

% Parametry modelu:

R1=10.0; % ohm
R2=500.0; % ohm
1=2.5; % henr
Cl=4.7*1.E-3; % farad
C2=22.0*1.E-6; % farad

) 4
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i

R2/L

wl=

|

R2

c
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R

[Pl %>

e(t) Cc2 1/(R1*(C1+C2))
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»

»{C1 du/dt

C1 Derivative

1/(C1+C2)_1

1/(C1+C2)_2
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C2/(C1+C2) iC2

Rys. 2.22. Schemat modelu sieci w programie Matlab/Simulink

W modelu prowadzona jest rejestracja wigkszosci obliczanych wielko$ci. Przebieg napigcia uc)

na kondensatorze C; jest pokaz

3

S~ DN

|
—_

napiecie ucy, V
Ll

any narys. 2.23.

Rys. 2.23. Przebieg napiecia uci = ugi
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Analizujac koncowe réwnania modelu wida¢, ze dynamika sieci jest odwzorowana w postaci
dwoch réwnan stanu oraz zbioru rownan wyjs$é, ktore moga byé ostatecznie tworzone w zalez-
nosci od celow modelowania. Mozna zauwazy¢, ze w rownaniach wyj$¢ moze wystapic¢ roz-
niczkowanie wymuszen.

2.5.2. Metoda wezlowa

W tym przypadku, w charakterze wspoirzednych w réwnaniach Lagrange’a przyjmuje
si¢ strumienie elektromagnetyczne, ktdre najczesciej sa zwigzane z napigciami w we-
ztach obwodu elektrycznego: (4i, A2, ..., An). Zatem, zmienna A, oznacza wielkosé
strumienia elektromagnetycznego zwigzanego z k-tym weztem:

’ dA
Ay = Iuk(r)dr, w =Tt =4y (2.39)

Iy

Jesli napiecie uy jest wyznaczone przez zrodto napieciowe, to strumien A jest Scisle
zdefiniowany przez to napigcie na podstawie powyzszego zwiazku. W ogdélnym przy-
padku, napigcie catkowane zgodnie z (2.39) moze by¢ spadkiem napigcia pomigdzy
dowolnymi we¢ztami sieci, jes§li tylko zdefiniowany zbioér takich napie¢ w sieci nie
narusza napi¢ciowego prawa Kirchhoffa.

Energia kinetyczna w takim ukladzie moze by¢ reprezentowana przez energi¢
zgromadzong w elementach pojemnosciowych. Napiecie u na kondensatorze C gro-
madzi w nim energi¢ o wartoéci Ex(u) = C u*/2 = C A? /2, przy czym, napigcie u = dA/d¢
= /1 staje sie zrodtem dynamiki uktadu, jak predko$é v w uktadach mechanicznych:
Ex(v) = Mv*/2. Podobnie, energia potencjalna moze by¢ reprezentowana przez energic
zgromadzong w indukcyjnosci: E,(A) = A*/2L. Energia potencjalna jest takze reprezen-
towana w obwodzie elektrycznym przez zrodto pradowe j(¥), ktére w powiazaniu ze
strumieniem elektromagnetycznym daje energi¢ potencjalng E,(4) = j(t) A/2. Dodatni
znak tej wielkosci odpowiada strumieniowi A skierowanemu w kierunku przeciwnym
do przeptywu pradu zrodtowego j(?).

Energia tracona w oporniku R jest zwigzana z moca wydzielang w tym elemencie
jesli spadek napiecia na nim wynosi u = A1: E, = Eg = i*/2R. Przewodno$¢ G = 1/R
reprezentuje tu wspotczynnik rozproszenia u (2.29), natomiast prad ptynacy przez te
przewodno$é jest sita zwigzang z rozproszeniem: /= ix= G-u = A /R =u/R.

W ten sposob, funkcja Lagrange’a, okreslajaca dynamike obwodu elektrycznego
moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci:
d[aﬁj oL  OE, d(alij oL

dfok = Loy k=125, (240
dt\ ou, 04, ) oA R, S s G40

oA, 04, dt
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gdzie s jest liczbg wspotrzednych, ktore zazwyczaj sg przypisane do weztow sieci, na-
tomiast funkcja Lagrange’a £= £( 1, A) jest okreslona przez energie elementow uczest-
niczacych w rozpatrywanym obwodzie; w przypadku roéwnan weztowych, f; jest wymu-
szeniem w postaci zrodta pradowego w k-tym wezle. Tym razem rownania Lagrange’a
majg charakter pragdowy. Zastosowanie powyzszych relacji ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 2.9. Opisa¢ dynamike uktadu elektrycznego z rys. 2.24 zgodnie z formali-
zmem Lagrange’a wedlug metody weztowej 1 opracowac odpowiadajacy
mu model symulacyjny. Wyznaczy¢ zaznaczone wielkosci elektryczne:
prad i, oraz napigcie u>.

) L @ R ©®
A rlz—:'—T A

iy
e(t) | R, L, @ J2(0) = C @J\(’)

Rys. 2.24. Schemat rozpatrywanego obwodu elektrycznego

Na rysunku zaznaczone sg numery trzech wezlow niezaleznych, dla ktérych oznaczone sa
takze wspotrzedne roéwnan Lagrange’a: (41, A2, 43). Energie: kinetyczna i potencjalna sieci sg
okreslone za pomoca nastgpujacych zaleznoSci:

1 .
1 , A
=—(A - 4=
P 2L1 ( 1 ﬂ?) 2L2
Funkcja Lagrange’a przyjmuje nastgpujaca forme:
1 5 1 , A
L=FE, -FE, =—CAh—WL4-4) —
k P 2 2’3 2L1 ( 1 2) 2L2

Energia rozproszenia jest wydzielana na obu opornikach:
,qg 1 /. .
Ep=—=—+—\4L -1
R72Rr, 2R -4
Budujemy réwnania Lagrange’a dla trzech wspotrzednych, zgodnie z zaznaczonymi na sche-
macie weztami:
- dla wspolrzednej Ar: A =et),
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- dla wspotrzednej A dfok) of % =)0,

dr 8/12 6/12 oA,
- dla wspohrzednej As: djok) ok +%Er_ =),

t\ 04, 6/13 s

gdzie:
%:0,£=_i+i ,12+1,1 6ER 1 ,12__,13
o on \n L)L 0, R R
O s, 08 g P Ly L
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Po wykonaniu rézniczkowania pierwszych wyrazow wzglgdem czasu i odpowiednim uporzad-
kowaniu, otrzymamy nast¢pujacy uktad rownan rézniczkowych:

A =e(t),
RiR, A - RiRy (L, + Ly) dy + R, ;13 n RiR,
(Rl +R, )L1 Lle (R +Ry) R +R, R +R,

%— @— @+ h@

RC
Ponadto, w charakterze wielko$ci wyjSciowych nalezy okresli¢ prad i; oraz napigcie u,. Latwo
zauwazy¢, ze wielkosci te mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

i = A-h ,

L

uy =4,

Utworzony model symulacyjny z zastosowaniem programu Matlab/Simulink jest pokazany na
rys. D.1, str. 233 (Dodatek), gdzie poszczegolne wspotczynniki zostaty obliczone na podstawie
wyprowadzonych rownan modelu. Przyjete zostaly nastgpujace parametry obwodu:
Ri=10Q,R,=209Q,L,=0,1 H, L, =0,5 H, C=4,7 uF, wymuszenie napi¢ciowe w postaci
przebiegu sinusoidalnego: e(f) = 100sin(1007f). Zrodta pradowe sa reprezentowane za pomoca
nastepujacych funkcji:
Ji(t) = Amp1-(exp(4.-1) — exp(B1-1)),
J2(t) = Amps-(exp(Ax-1) — exp(B2-1)),

przy czym:

Amp; =25 A, 4, =-250s", B =-800 57!,

Amp, =20 A, 4, =-100s", By =-125s7\.

Przebiegi tych pradéw sg pokazane na rys. 2.25. Rezultaty wykonanej symulacji sa pokazane
narys. 2.26 (prad i, oraz napigcie u»).
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Rys. 2.25. Przebiegi pradow zrédlowych

Zauwazmy, ze stan przej§ciowy zanika po czasie t = 0,06 s, co laczy si¢ z zanikaniem wymu-
szenia w postaci zrodet pradowych.
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Rys. 2.26. Przebiegi zmiennych wyj$ciowych w analizowanej sieci

Pliki z programami sktadajacymi si¢ na przedstawiony model sa umieszczone w katalogu
Przyklad 2 9.
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2.5.3. Przyklad: silnik dwufazowy

Na podstawie powyzszego omodwienia wida¢, ze formalizm Lagrange’a, w zasadzie,
nie wnosi nowych elementow do analizy obwoddéw elektrycznych. Niezaleznie od
tego podejscia, w elektrotechnice rozwingly si¢ r6zne metody analizy obwodow i ich
modelowania, ktore sa obecnie powszechnie akceptowane i stosowane w praktyce.
Niekiedy jednak metody zwigzane z formalizmem Lagrange’a moga by¢ atrakcyjne w
elektrotechnice, w szczegolnosci w odniesieniu do sieci nieliniowych, gdzie rachunek
operacyjny nie jest stosowany lub w przypadku zlozonych systemoéw elektro-
mechanicznych [50].

Opisujac dynamike systemu zgodnie z rownaniami Lagrange’a mozna w jednolity
sposob, we wspolnym modelu uja¢ rézne zjawiska fizyczne. Typowymi przyktadami
takich uktadow sg napedy elektryczne lub ogoélnie, przetworniki elektromechaniczne.
Kolejny przyktad ilustruje zastosowanie takiego podejscia.

Przyklad 2.10. Na rys. 2.27 jest pokazany schemat uktadu nap¢dowego z dwufazowym
niesymetrycznym silnikiem indukcyjnym. Wyznaczy¢ jego model mate-
matyczny zgodnie z formalizmem Lagrange’a wedlug metody oczkowej i
opracowa¢ model symulacyjny z zastosowaniem programu Matlab/Simu-
link. Przyja¢, ze silnik wraz z obcigzeniem jest reprezentowany wspolna
masa o momencie bezwtadnosci J,. Opory ruchu s3 reprezentowane przez
wspolczynnik D,. Wielko$¢ T, reprezentuje moment obcigzenia, nato-
miast 7, jest momentem elektromagnetycznym silnika. Zaktada sie, ze
uzwojenia silnika w obu osiach «, f moga mie¢ rozne parametry (na rys.
2.27 odpowiadaja im indeksy a, b). Podobnie, oba prostopadte uzwojenia
stojana moga by¢ zasilane napigciami o réznych amplitudach.

Zaktadamy, Ze prady, napigcia oraz parametry obwodoéw wirnika zostaty sprowadzone do po-
ziomu obwodow stojana, przy czym, uzwojenia stojana majg r6zng liczbe zwojow, odpowied-
nio Ny, 1 Ny, natomiast ekwiwalentna liczba zwojow wirnika jest taka sama w obu osiach: N,.
W uktadzie wystepuje pie¢ obwoddéw z nastepujacymi wspodtrzednymi: g1, g2, g3, g4, gs, ktore
lacza si¢ z fizycznymi wielko$ciami wystepujacymi w uktadzie:

g1 = isay G2 = Lsby G3 = lray Ga = i, G5 = @, g5 = ¥ S8 to wigc cztery obwody elektryczne oraz
jeden mechaniczny. Zaktadamy réwniez ogo6lnie przyjgte oznaczenia w odniesieniu do parame-
trow zastepczych obwodow z rys. 2.27: Lyg, Lmy — indukcyjnosci wzajemne pomiedzy uzwoje-
niami stojana i wirnika, odpowiednio w osiach a oraz b, a takze:

Lsa = Llsa +L st = Llsb + Lmb >

Lra = Llra +L Lrh = Llrb +1L

gdzie: Lisa, Liss, Lira, Lis —indukcyjnosci rozproszenia poszczegdlnych uzwojen (rys. 2.28).

ma?

ma> mb >
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stojan wirnik

Rys. 2.27. Schemat uktadu napedowego z dwufazowym silnikiem indukcyjnym:
cze$¢ mechaniczna a), czg$¢ elektryczna b)

Postepujac zgodnie z metoda oczkowa (w odroznieniu do metody weztowej, gdzie wspotrzed-
ne s3 formutowane w postaci strumieni elektromagnetycznych [50]), otrzymamy nastepujaca
posta¢ rownan Lagrange’a:

d| OE, | ©OE; N OE, . OE

dt\ 0q;, ) oq; 0Oq; 0q;
gdzie:
- wymuszenia: Q1 = tsa, Q2 = tsp, Q3 = Ura, Q4 = trp, Qs = Te — T3
- energia kinetyczna gromadzona w indukcyjnosciach:

=0,,j=12,..5,

1 ») .. L 1 . o o
Ep = 5Lmql +L,,,9193 €0sqs5 — L,,,4194 Sinqs + ELquz +L,,19293Sings + L, 1,G-,q4 COS g5

1. o, 1. o 1 .

+5Lraq3 +5Lrbq4 +EJrCI5

gdzie: Ly, Lmy — indukcyjnosci wzajemne

- energia potencjalna: E, = 0 (brak elementéw pojemnosciowych)
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1
- energia strat: E, = E(quf +RG5 +R,,G; +R,q3 + 1,45)

Mozna stad okresli¢ poszczegdlne sktadniki rownan Lagrange’a:

OF OE ) . .

—k = 0; 71{ = Lsaql + Lmaq3 C0s g5 _Lmaq4 Smgs

oq, oq,

OF OF . . .

—E =03 5 = Lygy+ Lpdssings + LG4 €08 qs

oq; oq;

OF OE . . .

——k=0; k= L,4q3 + Lyy0q1 €08 G5 + Ly, Sings

0q; 0q;

OE OF . . .

k=0, k= Lypq4 — Lyaqr8inqs + Ly, 084G5

04y 04,

OE;, C .. .. .
g ~Lina195510.q5 = Lyyq G194 €08 45 + Lypq2q3 €08 qs — Lypgrq4 sings =

5
- ((Lma%% = L4293 )COS qs+ (Lma%% +Lyypq2qas )Sin %)

OF .

7~k = JrqS

0qs

OF

—r=-0,j=1,2,...,5

aqj

OE . OE . OE . OE . OF )
7-R =Ry, 7R =Ruq,, 7R =R..4q3, 7R =R.p9q4, _.R =H.9qs

oq, gy g3 0qy4 04
Zauwazmy, zZe rOwnania:

OE,

. . OF . .

2 j=1,2,3, 4, reprezentuja strumienie elektromagnetyczne (6_k =y ), a wigc rownania
q J

Lagrange’a czgéci elektrycznej, sa rownaniami napigciowymi rozpatrywanego silnika:

oF
i{@i}@i gy B %o oy

di| 0q; aq; oq; 0q;
co mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:
Tsa =Ugq — Rsalsa > d; =Ugp — Rsblsb 5
Tm =Upg _lem » d; =Upp — Rrblrb ’

gdzie:

Wsa = Lyalsq + Lipg €08 ¥y = Ly SN Y4y s Wopy = Ly + Ly SIN Y, 0y + Ly, COS Y,y

Wra = Lipa €08Y iy + Loy SINY, iy + Lyyiyy s Wiy ==Ly, SINY dgy + Ly, €OSY gy, + Ly,
Otrzymamy stad nastepujacy uktad rownan rézniczkowych (rownania Lagrange’a), ktore two-
rza model matematyczny rozpatrywanego uktadu:
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Lsa dim + Lma d(im = yf) _Lma d(il”b sin VV) Rsalsa Uy,
dr d dr
di d(i,, si d(;
g, Y g dGSY) o dG,C087) g
dt d d
Lma (lm = y’) + Lmb (le - VV) + Lm b + Rraira =u, (241)
d d ds
g, i)y dyc0sy) g din g,
dr d dr
d*y, dy, i
+ H.—— + ((Lmalml;b 'mb Ab ra ) cos 7 + (Lmalmlra + Lmblablrb ) sm }/r ) + M”’ = 0

Jr 2 r

dt dt
prZy CZym: Me =-p ((Lmalvalrh mhl blra ) cos }/ + (Lmalvalm + Lmhixbirb ) Sin }/r ) .
W pierwszych czterech réwnaniach (2.41) (cze$¢ elektryczna modelu silnika) wystepuja po-
chodne iloczynéw funkcji, co prowadzi do ztozonych wyrazen. Przy zatozeniu katowej syme-
trii maszyny, model ten mozna sprowadzi¢ do prostopadtego uktadu wspotrzednych, ktdry jest
reprezentowany w postaci dwoch oddzielnych elektrycznych schematéw zastepczych [26].
Réwnania dynamiki takiego modelu maja znang postac:

dy,
Tw = Rsalsa +wyg,
dy, .
st =Ugp — Rsblsb — WY,
; : (2.42)
% Uy — Rraira + a(w - wr)t//rb
dy, ) 1
ﬂ =Upp — errb - —(C() -, )'//ra
dt a

przy czym, a jest wspoOlczynnikiem niesymetrii obu faz stojana: Ny, = a-Ng, gdzie Ny, — liczba
zZwojOW uzwojenia fazy a, Ny — liczba zwojéw uzwojenia fazy b.

Dodatkowo, jesli przyjac, ze bazowy uklad wspotrzednych jest zwigzany ze stojanem (wspot-
rzgdne stacjonarne, @ = 0), to schemat zastgpczy dwubiegunowej maszyny indukcyjnej przyj-
mie postaé, jak na rys. 2.28, przy czym, w przypadku rozpatrywanego silnika: u,, = u,, = 0.
Roéwnania czesci elektrycznej modelu silnika majg wowczas nastepujaca postac:

dy
d:a Rsalsa

dy .
TSb =Ugy — Rsblsb
(2.43)

dy .
Tm =R lpq — a0,
dV/rb

dr = _Rrbirb T O /a
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O Yrala
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O

Rys. 2.28. Schemat zastepczy niesymetrycznego silnika indukcyjnego

Przyjecie takiego modelu maszyny odpowiada zalozeniu, ze wielko$ci zwigzane z wirnikiem sg
przeliczone do obwodu stojana, a w stanie ustalonym pulsacja tych wielkosci jest rowna pulsa-
cji napigcia zasilajacego @i, natomiast kat y = 0. Jak widaé, prowadzi to do znacznego uprosz-

czenia rownan (2.41), przy czym, strumienie elektromagnetyczne sa okreslone nastepujaco
[26]:

Vsa = Lsalsa + Linalras Wb = Lopligh + Linpinps

. ) ) . (2.44)
Yia = Lmalsa + Lmlra s YW = Lmblsb + Lrblrb

Znajac strumienie magnetyczne, mozna okresli¢ prady w poszczegdlnych obwodach maszyny:

— Lyi¥sa = Lna¥ra i, = LpWsp = LVt

sa 2 > Usb 2 >
LsaLra - Lma stLrb - Lmb (2'45)
— Lsan - Lmal//sa i, = stWrb _Lmbt//sb
ra — 2 rb — 2
LsaLra - Lma stLrb - Lmb

Zauwazmy, ze w uzyskanym modelu, parametry maszyny w obu prostopadtych osiach (indek-
sy a, b) moga by¢ rozne, co daje mozliwos¢ badania silnikdw niesymetrycznych. Istnieje takze
mozliwo$¢ zasilania obu uzwojen stojana napigciami o roznych amplitudach.

W celu okreslenia biezacych wartosci wielkosci zwigzanych z wirnikiem, mozna postuzy¢ si¢
nastgpujaca konwersja:

Xpq = Xpg COSY . + Xpp SINY,,

. (2.46)
X,p ==X, SINY, +X,; COSY,,
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gdzie y, = J'w,dr+y0 , co laczy si¢ z modelem mechanicznym maszyny (x moze oznaczac
ly
prad, napigcie lub strumien elektromagnetyczny):
J,. d’ d
Sy =M, M, (2.47)
p dr? dr
dy,
dt
Proponuje si¢ zastosowanie nieliniowego modelu obcigzenia, w ktérym moment mechaniczny
M,, jest okreslony wedlug nastepujacej zaleznosci:

gdzie: M, =—-p(L, i i,—L,,ii.), ©.=

‘ma*satrb

M, =M,(n)=M,, +(an—Mmo)(ij ) (2.48)
nn

gdzie: M,,0 — moment poczatkowy, przy zatrzymanym wale silnika, N-m;
M., — moment znamionowy, przy znamionowej predkosci obrotowej 7, (znamionowym posli-
zgu silnika s = s,), N-m;
w — wyktadnik nieliniowego modelu;
n — biezaca predkos¢ obrotowa wirnika, obr/min:

_ 30w,

T

Rownania (2.43) - (2.48) tworza matematyczny model analizowanego silnika wraz z obcigze-
niem. Badania przeprowadzono z modelem silnika niesymetrycznego klatkowego (u,, = u» = 0),
przy czym, amplituda napigcia zasilania uzwojenia fazy a stojana (Us,) jest takze wigksza w
stopniu &, = 1,25 w stosunku do amplitudy napiecia uzwojenia fazy b (Ug): (k. = Uso/Ug). Model
opracowany w programie Matlab/Simulink wedlug powyzszych procedur jest przedstawiony w
Dodatku (str. 232). Jego realizacja programowa zostata zapisana w pliku: silnik 2 fazo-
wy strumien.mdl.
Przyjeto nastepujgce parametry rozpatrywanego uktadu z modelem silnika dwufazowego!’

(parametry te sa zapisane w pliku silnik 2 fazowy £50.m):

U,=110V/50 Hz wartos¢ skuteczna napigcia ug,

k. =1,25; wspolczynnik niesymetrii zasilania: k, = U,/ U

a=1,18; wspolczynnik niesymetrii uzwojen: a= Ny, /-Ngp

p=2; liczba par biegunéw maszyny

no = 1465; predkos¢ znamionowa przy znamionowym obcigzeniu M,,,, obr/min
Ry,=17,14; resystancja uzwojenia ‘a’ stojana, Q

Ry,=2,02;

R..=5,74; rezystancja uzwojenia ‘@’ wirnika, Q

Ry =4,12;

Ly, = 0,2549; indukcyjno$¢ uzwojenia ‘a’ stojana, H

1S KUMSUWAN Y., SRIRATTANAWICHAIKUL W., PREMRUDEEPREECHACHARN S.,
Analysis of a two-phase induction motor using dynamic model based on Matlab/Simulink. As.
J. Energy Env. 2010, 11(01), 48-59.
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Lg =0,1846;

L, =0,2542; indukcyjno$¢ uzwojenia ‘a’ wirnika, H
L»=0,1828;

L, = 0,2464; indukcyjno$¢ wzajemna uzwojenia ‘a’, H

Ly =0,1772;

J=2,92E-3; moment bezwladnoéci, kg-m?

= 2,5E-6; wspotczynnik oporéw ruchu, N-m s/rad

M =0,1; warto$¢ poczatkowa momentu obcigzenia, N-m
M, = 0,95; warto$¢ znamionowa momentu obcigzenia, N-m
expT=1,5; wyktadnik w w modelu obcigzenia

Rezultaty przeprowadzonych badan symulacyjnych sg pokazane na kolejnych rysunkach. Prze-
biegi napi¢é zasilajacych uzwojenia obu faz stojana sg pokazane na rys. 2.29. Wida¢, ze ampli-
tudy obu napi¢¢ sa rozne.

200
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napigcie zasilajace, V
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100 H-{-{:1-
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Rys. 2.29. Przebiegi napie¢ zasilajacych uzwojenia stojana silnika

Na kolejnych rysunkach sa pokazane przebiegi pradéw stojana (rys. 2.30) oraz pradéw wirni-
ka, odniesionych do uktadu wspoétrzednych, zwigzanych ze stojanem (rys. 2.31). Widaé, ze w
obu przypadkach czestotliwos$¢ przebiegéw w stanie ustalonym jest jednakowa i pokrywa si¢ z
czestotliwoscia napigcia zasilajacego.

Przebieg rzeczywisty pradu w uzwojeniach wirnika jest pokazany na rys. 2.32. Czestotliwo$¢
sktadowej podstawowej tego pradu w stanie ustalonym zalezy od poslizgu s silnika:

f=sfi, (2.49)

gdzie: g="=" (2.50)
n

fi jest czestotliwoS$cia napiecia zasilajacego, ny = 60-f1/p — predkos¢ obrotowa synchroniczna.
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Widoczna obecno$é sktadowej o wysokiej czgstotliwosci jest zwigzana z niesymetrig silnika:
zardwno niesymetrig obwodow, jak i roznicg amplitud zasilajacego napigcia. Latwo sprawdzic,
ze obserwowane zaklocenia znikajg w przypadku silnika symetrycznego.

052 056 0,58
czas t, s

Rys. 2.30. Przebiegi pradow w uzwojeniu stojana silnika: petny — a), fragment — b)

—
wn

0 01 02 03 04 05 06 07 08 05 052 054 056 058 06
czas't,s czast, s

Rys. 2.31. Przebiegi pradéw w uzwojeniu wirnika silnika: petny — a), fragment — b)

Wytwarzany przez silnik moment elektromagnetyczny jest pokazany na rys. 2.33. Wida¢, ze w
fazie rozruchu przebieg ten jest bardzo nieregularny, przyjmujac duze wartosci chwilowe. W
stanie ustalonym widoczne sa takze zaktocenia w postaci sktadowej o charakterze drugiej har-
monicznej czestotliwosci sieciowe;.

Zmiana momentu obciazenia silnika M,, jest pokazana na rys. 2.34. Zgodnie z przyjetym mode-
lem obcigzenia, wielkoSc ta jest nieliniowg funkcja predkosci obrotowej, w ktorej podstawowym
parametrem jest wyktadnik w. Zmiana predkosci obrotowej silnika w rozpatrywanym okresie jest
pokazana na rys. 2.35. Mozna zauwazy¢, ze ogolny ksztalt przebiegdw momentu obcigzenia oraz
predkosci obrotowej, jest podobny.

Model silnika okreslony zalezno$ciami (2.43) moze by¢ zmodyfikowany w celu wyeliminowania
strumieni magnetycznych. Jesli zaleznosci pradowe (2.45) podstawimy do (2.44) i wynik tego
podstawienia zastosujemy do (2.43), to po prostych przeksztatceniach uzyskamy rownania dy-
namiki rozwazanego silnika wzgledem pradow:
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Rys. 2.32. Przebiegi pradow w uzwojeniu Rys. 2.33. Moment elektromagnetyczny
wirnika odniesione do wirnika silnika wytwarzany przez silnik
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Rys. 2.34. Przebieg momentu obcigzenia Rys. 2.35. Przebieg predkosci obrotowe;j
silnika wirnika silnika

disa _ Lma (Rraim + o, (Lrbirb + Lmbisb)a)+ Lra (usa — Rsaisa)

2
dr LsaLra - Lma
disb _ Lmb (Rrbirb + o, (Lraira + Lmaisa)/a)+ Lrb (ush — Rsbisb) (2 51)
— 2 .
ds stLrb - Lmb
dim _ Lma (Rsaisa - usa) - Lsa (wr (Lrbirb + Lmbisb )a + Rmira)
dr LsaLra - L%na
dirb — Lmb (Rsbisb - usb) + st ((")r (Lraira + Lmaisa )/a — Rrbirb)
2
dr stLrb - Lmb

Lacznie z modelem cze$ci mechanicznej silnika (2.47), (2.48), rownania (2.51) tworza model
dwufazowego silnika indukcyjnego, w ktorym czgs¢ elektryczna jest okreslona wzgledem pra-
dow maszyny. Do wyznaczenia strumieni magnetycznych mozna skorzystac z zaleznosci (2.44).
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Na tej podstawie zostat opracowany model w programie Matlab/Simulink, ktory zostat umiesz-
czony w pliku silnik 2 fazowy prad.mdl.

Przed uruchomieniem modelu w programie Simulink, nalezy uruchomié skrypt zawierajacy
parametry modelu: silnik 2 fazowy £50.m — z danymi silnika niesymetrycznego lub:
silnik 2 fazowy £50 sym.m — z danymi silnika symetrycznego. Uzytkownik moze
takze przygotowaé wlasny program z parametrami symulacji.

Przyklad 2.11. Korzystajac z danych zawartych w przyktadzie 2.10, okresli¢ model ma-
tematyczny silnika indukcyjnego dwufazowego zgodnie z formalizmem
Lagrange’a wedlug metody weztowej i opracowac¢ model symulacyjny z
zastosowaniem programu Matlab/Simulink. Przyja¢ takze te same para-
metry silnika, obcigzenia i schematu zastepczego (rys. 2.27).

Skorzystamy z modelu czesci elektrycznej silnika, ktory zostat utworzony w stacjonarnym ukta-
dzie wspolrzednych, jak na rys. 2.28. W celu wyroznienia poszczegolnych weziow schematu
zastepczego, zostat on zmodyfikowany do postaci, jak na rys. 2.36, gdzie wyraznymi kropkami
zaznaczono wezly sieci. Pamigtamy, ze w tym przypadku, wspotrzedne w modelu obwodu elek-
trycznego sa zwigzane ze strumieniami elektromagnetycznymi, ktore sa wyznaczane jako catki
napiecia wzgledem czasu. W celu nawigzania do opisu metody weztowej (str. 53), te wspotrzed-
ne bedziemy réwniez oznaczac literg A z indeksem, wskazujagcym na numer wezta sieci. Na rys.
2.36 oznaczono strumienie zwigzane z weztami 2, 4, 7 oraz 9, ktore sg charakterystyczne dla
przyjetego uktadu wspoétrzednych stacjonarnych.

1 Rsa 242 i‘ya L[Stl 3 Llru 24 R"a

usa

© s

Rys. 2.36. Schemat zastgpczy silnika dwufazowego z wyrdznionymi weztami

W uktadzie elektrycznym wystepuje dziesig¢ weztdw, przy czym, analizujac obie sieci z rys.
2.36 mozemy zauwazy¢, ze z punktu widzenia formutowania rownan dynamiki, wezty: 3 oraz



2. Modele klasycznej mechaniki 67

8 nie sg niezalezne, gdyz wszystkie dochodzace do nich gale¢zie zawierajg indukcyjnosci [40].
Tymczasem jednak pominiemy t¢ uwage i przystagpimy do tworzenia rownan sieci zgodnie z
metodg wezlowa, przyjmujac nastgpujace wspotrzedne: 4;, i = 1 .. 10, ktdre taczg si¢ z fizycz-
nymi wielko$ciami wystepujacymi w uktadzie i reprezentuja strumienie elektromagnetyczne,
co wynika z przyjetej dalej metody weztowej formulowania rownan Lagrange’a sieci elek-
trycznej [50]. Ponadto, w czgéci mechanicznej mozna wyrdzni¢ jedng wspotrzedna: i = .,
ktéra, podobnie, jak w poprzednim modelu, reprezentuje kat potozenia wirnika. Mamy wigc
Tacznie 11 wspodtrzednych, dla ktorych mozna zapisaé nastepujace rownania modelu Lagran-
ge’a, ktorych elementy odnoszg si¢ do energii kinetycznej, potencjalnej oraz energii strat:

oE
i[aEk]_aEk L j=1,2,..,11 (2.52)

R > j)
o4, | 04, oA, 0i,

Mozna zauwazy¢, ze w czgsci elektrycznej modelu nie wystepuja kondensatory, wigc:
Ex(A)=0,j=12,.,10, E;(4,)= %J,,z'fl

Energia potencjalna jest zwigzana z energiq zgromadzong w indukcyjnosciach:

1 > 2 2
E_ = A=A A+ A — A
P 2Llsa( 2 3) + - 3 Zle( 4 3)
1 2 1 1 2
A — — 22+ —-A) =0
+2Llsb( 7 ﬂvg) 2L g+ 20, (19 8)

Energia strat:

1 . . \2 1 . . \2 1 . - \2 1
R:m(ﬂ‘l_ﬂ?) +E(ﬂs—ﬂ4) +E(%—ﬂv) +2Rrb( ﬁg) = ﬂ,

W czterech weztach sieci: 1, 5, 6 i 10 mozna bezposrednio obliczy¢ strumien elektromagne-

tyczny na podstawie przylaczonych zrodet napigciowych (2.39). Ostatecznie, podstawiajac

powyzsze zalezno$ci do (2.52), otrzymamy:

OFE

M_'k:‘]rj‘llz‘]rwr
11
ﬂ.’l:usa
oF 1 oF 1 1 1 OF 1
e (- L= A+ — A —— (W - ), —E=——(1, -2
aﬂ’2 Llsa( : 3)’ al} Llsa( : 3)+ ma ’ Llia( 4 3)’ aﬂ’4 Llra( 4 3)’
/isz—aa)r/ig, /iézush,
OF 1 OF 1 1 1 OF 1

L (A ), —L=——(A, - — A ———(Ag =), —L=——(Ag =),
L T A B e )
/ilozlwr/h

a

ZETT:&(A_%) gij :_é(/j’l_/jﬁl aaETj:_i(j“s_jM)s ?Tf:RLm(/iS_L)
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oot ) et et
Zz’j = iy = 1,0,

skad:

Ay =g,

%@%;i(%-13)-RLM(41—22)=$(22—ﬂg)—%m(um—iz)=0

e R e S RPN L

‘Zi:’ ZETf_i(Ll /13)—%(,15 A)=0

y— (2.53)
%+%:ﬁ(ﬂ7_48)_%%(46_47):;:(@—@)—R%b(usb—%)ﬂ

T R S S OREA R
e R PR

%(%}%:L Ayt A =6 o, =M, ~M,

Ponadto, dla przyjetego modelu silnika ze stacjonarnym uktadem wspotrzednych (@ = 0 w
(2.42)), otrzymujemy:

A’S = _aa)rﬂ@ =—aoy., 2’10 = la)rﬂ% = la)r‘//ra >
a a

gdzie: W, W sa strumieniami elektromagnetycznymi z modelu w przyktadzie 2.10, co ozna-
CZa, 7€ Wra = A4, Wi = o.
W uzyskanych rownaniach sg ukryte wazne zaleznosci:

1 1

. 1 .
isq Zz(lz —/13):m(/12 ~A) i ZE(% —ﬁs)zm(/@ ~7s) o8
1 1 1 1 ’
ive =l =)=l = 4), iy = (o — ) = (o — %),
¢ Ira ) } Lra _Lma * ’ Llrb * Lrb _Lmb
przy czym:

_ Lma ((Lra _Lma )/12 - (Lsa _Lma )1’4) _ Lmb ((Lrb _Lmb )/17 _(st _Lmb )A‘Q)
A= . , Jg = . . (2.55)
L,L _Lma stLrb - Lmb

sa*~ra
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co jest zgodne z wezesniejszg uwaga, ze strumienie elektromagnetyczne w weztach 3 i 8 nie sg
niezalezne, wigc mozna je wyznaczy¢ na podstawie znajomosci strumieni w innych weztach
sieci. Podstawienie (2.55) do (2.54) prowadzi do:

L 22 maﬂq P Lrhﬂ‘7 _Lmbﬂ'g
Lsg = 2 > L = 2 ’

LsaLra ng stLrb _Lmb (256)
j s 2’4 ma/12 iy = st/l‘) _Lmbﬁq
ra 2 i 2

LsaLra Lma LSbL’”b - Lmb

Mozna zauwazy¢, ze powyzsze zaleznosci pozwalaja okresli¢ prady stojana i wirnika w zalez-
nos$ci od strumieni magnetycznych, podobnie, jak w (2.45).
W ten sposob, uzyskane rownania silnika mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

Lmﬂ“z ] Lsaﬂ'él _Lmaﬂﬁ

i =Uu. ma N i = _R —am >

Az " M LmLm _Lz * " LvaLm _Lz rﬁg (2 57)

~ L 2y =Ly '
—u }bﬂ'7 ‘mb , —_ sb mb +Cl) ﬂ /a

17 sh b L L Lfnb ﬂ? L L _ L

o, =JL(—,u,a)r +M,-M,),

r
r

gdzie moment elektromagnetyczny moze by¢ takze wyrazony za pomocg strumieni:
ME = £ (Lmb (Lrbﬂ'7 - Lmbﬂ") )(Lsaﬂ’ét - Lmaﬂ?) -

(L,L,-L)L,L,~L,
L. (LA ~L, A)LyA—L,,A))

a pozostate wielkosci, jak w (2.45) - (2.48).

Zauwazmy, ze w modelu (2.57) nie wystepuja prady; mozna je wyznaczy¢ na podstawie stru-
mieni magnetycznych, zgodnie z (2.56).

Na podstawie powyzszej analizy zostal opracowany model symulacyjny rozpatrywanego silnika
w programie Matlab/Simulink - plik silnik 2 fazowy wezel.mdl.Parametry symulacji
sa przekazywane do procedur modelu za posrednictwem pamigci podrecznej Workspace, wige
przed rozpoczeciem symulacji nalezy uruchomi¢ program silnik 2 fazowy f£50.m.
Rezultaty symulacji sa identyczne, jak w przyktadzie 2.10.

Analiza pracy indukcyjnego silnika 2-fazowego pokazuje, ze pomimo prostej kon-
strukcji, ma on dobre wlasciwosci dynamiczne, ktéore mozna tatwo modyfikowac i
dzieki temu bywa on czesto stosowany w uktadach mechatronicznych'®. Do celow
sterowania uktadami napgdowymi z takimi silnikami mozna tatwo utworzy¢ odpo-
wiednie uklady zasilania z zastosowaniem przeksztattnikow energoelektronicznych'”.

16 PRAZENICA M. at al, Design, Modelling and Simulation of Two-phase Twostage Elec-
tronic System with Orthogonal Output for Supplying of Two-phase ASM. Advances in Electri-
cal and Electronic Engineering, Vol. 9, No. 1, March 2011, pp. 56 — 64.

7 BLAABIJERG F., LUNGEANU F., SKAUG K., TONNES M., Two-Phase Induction Mo-
tor Dives. Industry Application Magazine, IEEE, vol. 10, No 4, pp. 24-32, July-Aug. 2004.
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2.6.

2.1.
2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Zadania

Co oznacza termin: rownowaznos$¢ modeli. Podaé przyktady modeli rownowaznych.
Bezwladno$¢ maszyn elektrycznych jest czesto okreslana za pomoca stalej inercji H.
Wyjasni¢ fizyczne znaczenie tej wielkoSci i jej odniesienie do momentu bezwladnosci
(przyktad 2.2).

Modele uktadow dynamicznych sa przedstawiane w postaci réwnan rézniczkowych.
Wyjasni¢ fizyczne rozrdznienie proceséw przedstawianych réwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi i czastkowymi.

Przedstawi¢ model obwodu elektrycznego w postaci szeregowego potaczenia elementow
RLC w postaci zmiennych stanu.

Prosty drgajacy uktad mechaniczny jest przedstawiony rownaniem:

dv(?)
SO =y +m= =+ kj (t)dt

Poda¢ odpowiadajacy mu uktad rownan stanu.

Korzystajac z modelu sieci z przyktadu 2.8, przeprowadzi¢ symulacje¢ stanu dynamiczne-
go w przypadku, gdy napigcie e(?) jest stale o wartosci 48 V, natomiast zrodto pradowe
jest okreslone przez nastepujaca funkcje: j(£) = 5-exp(—#/0,02). Oba zrodta sg zatgczane w
momencie rozpoczgcia symulacji. Uzupetni¢ schemat modelu tak, aby mozna byto reje-
strowa¢ zmiang napigcia u; na galezi ze zrddlem pradowym (rys. 2.21). Zbada¢, jak
zmienia si¢ charakter przebiegéw przy zmianie wartosci poczatkowej pradu i;.
Postugujac si¢ programem Matlab/Simulink mozna tatwo utworzy¢ model dynamiczny
sieci bezposrednio na podstawie jej schematu (z zastosowaniem narzgdzi (foolbox): Si-
mElectronics lub SimPowerSystems). Stosujac to podejécie, opracowaé model obwodu z
przyktadu 2.8 (rys. 2.24). Poréwnaé otrzymane w ten sposob wyniki z rezultatami za-
mieszczonymi w przyktadzie 2.8.

Korzystajac z modelu silnika 2-fazowego z przyktadu 2.10, przeprowadzi¢ symulacje
silnika symetrycznego, zakladajac zmiang niektoérych parametrow w pliku silnik 2 -
fazowy £50.m (Dodatek): a =1, Ryw= R, Rra = R, Lsa = Lsp, Lra = Lrb, Lina = Lup.
Zbada¢ whasciwosci mechaniczne napedu z przyktadu 2.10 przez analize charakterystyki
momentu silnika wzgledem predkosci obrotowej: 7, = f(n) dla roznych warto$ci znamio-
nowego momentu obcigzenia: M, = 1, 2, 3, 4, 5 Nm (zmiany przeprowadzi¢ w pliku
silnik 2 fazowy £50.m).



3. MODELE DRGAN

3.1. Wprowadzenie

Analiza drgan ma podstawowe znaczenie w teorii systemoéw dynamicznych i w tech-
nice. Ich modelowanie jest by¢ moze zasadniczym sposobem poznawania otaczajacej
nas rzeczywistosci 1 wyciagania stad stosownych wnioskdéw, zaréwno co do zacho-
dzacych wokét proceséw, jak i ich wykorzystania. Dynamika systeméw jest odtwa-
rzana za pomocg modeli zaleznych od czasu. W ogoélnym przypadku, czas moze by¢
reprezentowany w postaci ciaglej lub dyskretnej. W zaleznosci od tego, stosowne mo-
dele sg formulowane w postaci rownan rézniczkowych (czas ciggty) lub réwnan roz-
nicowych (czas dyskretny). Historia rozwoju obu tych galezi dynamiki jest r6zna, co
jest glownie zwiagzane z dostepnoscig odpowiednich narzgdzi analitycznych i oblicze-
niowych. Modele tworzone w oparciu o rownania rézniczkowe pojawily si¢ wraz ze
sformutowaniem przez Newtona i Leibniza podstaw rachunku rézniczkowego i cal-
kowego, podczas, gdy szerokie zastosowanie modeli dynamicznych czasu dyskretnego
stato si¢ mozliwe wraz z rozwojem techniki mikroprocesorowe;.

Rezultaty bardzo zywiotowego rozwoju analitycznych metod reprezentacji syste-
moéw dynamicznych doprowadzity do ich uporzadkowania, co byto gtéwnie zwigzane
z rozwojem teorii rownan roézniczkowych. Ponizej przeprowadzony jest przeglad pod-
stawowych poje¢ w tym zakresie. Czytelnik moze poglebi¢ te informacje na podstawie
bardzo obszernej literatury, traktujacej omawiane zagadnienia od strony teoretycznej
[2], [47], [48] oraz w zakresie aplikacji do analizy systemow [3], [9], [11], [22], [41].

W odniesieniu do systeméw liniowych stosowane sg dobrze poznane, uniwersalne
narzedzia analityczne, ktore pozwalaja bada¢ ich stabilnos$¢ oraz réznorodne charakte-
rystyki w dziedzinie czasu i czestotliwosci. Podstawowe znaczenie majg tu metody
zwigzane z rachunkiem operatorowym: przeksztalcenie Laplace’a w odniesieniu do
systemow cigglych oraz jego odmiana — przeksztalcenie Z — stosowane w odniesieniu
do systemow dyskretnych. W przeciwienstwie do tego, narzedzia badania systemow
nieliniowych sa czgsto ograniczone do $cisle okreslonej grupy systemow. Ponadto w
ostatnim czasie znaczng uwage zwraca si¢ na dynamiczne systemy nieliniowe, ktorych
opis wykracza poza tradycyjnie stosowane podejscie. Do ich zrozumienia czesto sto-
suje si¢ ro6zne techniki modelowania i symulacji. Krotkiemu przegladowi tych wtasnie
zagadnien po§wiecony jest biezgcy rozdziat.
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3.2 Matematyczne modele drgan

3.2.1. Rownania rézniczkowe pierwszego rzedu

W celu oméwienia podstawowych wlasciwosci rachunku rézniczkowego, jako anali-
tycznego narzedzia do opisu systeméw dynamicznych, wroé¢my do przyktadu odno-
szacego si¢ do obwodu elektrycznego, omawianego na poczatku poprzedniego roz-
dziatu. Jesli zredukujemy obwod z rys. 2.1 b do elementéw RL, to przy braku napigcia
zasilajacego, przebieg pradu w uzyskanym obwodzie bgdzie zapisany nastepujaca
zaleznos$cig:

di(t) R di(t) _

S L4 R
P +zl(t)—01ub. P Ll(l) 0, 3.1

z warunkiem poczatkowym: i(0) = i.
Latwo sprawdzi¢, ze rozwigzanie rownania (3.1) przyjmuje nastgpujaca postac:

i(t) = ™" §(0), (3.2)
przy czym warto rozpatrywac takie przypadki, dla ktorych i(0) # 0.
W bardziej ogdlnej formie rozwigzanie (3.2) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
x(f)=¢e"v, (3.3)
ktora odpowiada rownaniu: X = Ax, dla warunkéw poczatkowych: i(0) = v, natomiast A

=—R/L.

Roéwnanie (3.1) jest nazywane rownaniem roézniczkowym jednorodnym, ktore odwzo-
rowuje dynamike uktadu, w ktorym nie wystgpuje zewnetrzne wymuszenie. Stan
przejsciowy moze tu wystapi¢ za sprawa roznego od zera warunku poczatkowego.
Zagadnienie to mozna rozszerzy¢ o state napiecie zasilajace rozpatrywany obwod.
Otrzymamy wowczas nastgpujace rownanie napieciowe:

Lm—i-Ri(t) =U, (3.4)
dr

co prowadzi do nastgpujacego rownania rézniczkowego:

dit) R. 1

—t=——iO)+=U 3.5
5y - 0+ (3.5)

W tym przypadku rozwigzanie jest utworzone przez sume¢ rozwigzania rownania nie-

jednorodnego (odpowiedz swobodna) oraz rezultatu wymuszenia:
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i(f) = i(0)e ™®* + UIR.

W rozpatrywanym zagadnieniu czas (w ogélnym przypadku — zmienna niezalezna)
nie wystepuje w jawnej postaci. Uktady opisane takimi rownaniami nazywamy ukta-
dami autonomicznymi. W przeciwnym przypadku mamy do czynienia z uktadami
nieautonomicznymi. Ich zachowanie jest w duzym stopniu zalezne od zewngtrznego
wymuszenia, ktore jest okreslone przez funkcje zalezne od czasu. Na przyktad, zatoz-
my, ze wymuszenie w (3.4) ma charakter funkcji okresowe;j:

u = u(t) = Usin(wt),
co prowadzi do nastepujacego rownania rozniczkowego liniowego, niejednorodnego:

di(¢?) R . 1.

—-=——i(t)+—=Usin(wt 3.6
py 7 (0 2 (1) (3.6)

Dla takich réwnan mozna tatwo uzyska¢ rozwiazanie analityczne [11], [41]. W tym

przypadku otrzymamy:

R -2
i(t)y=——i(0)e * + ——=(wLcos(wt)— Rsin(wt 3.7
(0)==7i(0) R2+(wL)2( () (1)) (3.7)
Uktad nieautonomiczny mozna sprowadzi¢ do uktadu autonomicznego przez wilacze-
nie zewngtrznego, zaleznego od czasu wymuszenia do uktadu. Na przyktad, w ukta-
dzie (3.6) zmienna ¢ przedstawiajgca czas, moze by¢ reprezentowana przez nowsg
zmienng y, ktora rozszerza liczb¢ zmiennych systemu:

i) Ry 1
el Ll(t)+RUs1n(a)y) 8)
o _, |
de

Zapis (3.8) przedstawia rownania rézniczkowe zmiennych stanu. Mozna je zapisaé w
nastepujacej formie macierzowe;j:

(3.9)

d { i) } —Ei(t) Ly sin(y(¢)) {fl (i(t),y(t))}
1

dat| v |~ ENACOR0)

Jest to wigc uktad dwoch rownan rézniczkowych pierwszego rzedu. Funkcje po pra-
wej stronie nie sg bezposrednio zalezne od czasu, a zatem mamy do czynienia z ukta-
dem autonomicznym.
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3.2.2. Uklady drugiego rzedu

W przypadku liniowym, rownania drugiego rzedu w formie zmiennych stanu maja

nastgpujaca postac:
d{x(z)}_[a b}{x(t)}_[ﬁ(x(t),y(t))}
— = = , (3.10)
de|y(@®] [e d]ly@®] | f(x@),90)

gdzie parametry a, b, ¢, d sa statymi.

Przyréwnanie powyzszego uktadu réwnan do zera oznacza, ze poszukujemy rozwig-
zania, dla ktérego znikajg pochodne zmiennych:

ax(t)+by(t) = f,(x(1), »(t)) =0
ex(t) +dy(t) = f, (x(0), (1)) =0

Rozwigzanie tego ukladu réwnan okresla punkty o wspdtrzednych (x, y), w ktorych
wystepuje rownowaga (ang. equilibrium) systemu reprezentowanego przez te rOwna-
nia. Mozna zauwazy¢, ze w przypadku liniowym poczatek uktadu wspotrzednych: (x,
) = (0, 0) jest takim punktem réwnowagi.

Roéwnania (3.10) mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

(3.11)

ix=i(=Ax, (3.12)
de

gdzie: x = , A= .
y(t) c d

Przez analogi¢ do (3.3), rozwigzanie rownania (3.12) mozna zapisa¢ nastepujaco:
x(t)=ce™'v, +c,e”'v,, (3.13)

co jest liniowa kombinacja rozwigzan obu roéwnan sktadowych.

Mozna pokaza¢ [48], ze dla przypadku, gdy A jest macierza niezerowa: A # 0, zerowy
punkt rownowagi (poczatek uktadu wspotrzednych) wystepuje dla przypadku: det(A)
# 0, natomiast pozostate (niezerowe) punkty rownowagi mozna okresli¢ z warunku:
det(A) = 0. Wielkosci (41, 42) sa warto$ciami wlasnymi macierzy A, ktore spetniajg
rownanie charakterystyczne:

det(A—12) :de‘{a
C

b
., Jz;f —(a+d)Ai+ad-bc=0,  (3.14)

Wielkos$ci vy, v2 sg wektorami wlasnymi macierzy A, ktore sa zwigzane z odpowied-
nimi warto$ciami wlasnymi, spetniajagcymi réwnanie:
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a-4A b vi| |0 315
c d-il|v,| 0] (3-15)

odpowiednio dla 4 = 4, oraz 1 = 4.
Wspotczynniki ci, ¢z spetniaja rownanie (3.13) dla warunkdéw poczatkowych:
(x0, ¥0), t =0, co odpowiada zalezno$ci:

F’} —ev, tev, (3.16)
Yo

Stosowanie przedstawionej metody rozwigzywania réwnan roézniczkowych liniowych
drugiego rzedu ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 3.1. Rozwigza¢ uktad rownan r6zniczkowych:
X=x+y
y=4x-2y

dla warunkéw poczatkowych: (xo, yo) = (2, —1).

Rozwazane réwnania mozna przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:
X =AX,

1 1
gdzie: x={x} Az[ }
y 4 2

Okreslamy warto$ci wlasne macierzy A:
1-2 1

det(A-11)= det{
4 2-2

}=/12+/1—6=0,

skad: (41, 42) = (2, -3).
Nastepnie obliczamy wektory wlasne, spetniajace zaleznosci:

1 ( ) ( ) kt y n 7
: > Skqd s V2 1, 1 oraz (&) T k
! 4 — ! ! v: 0 Vi W Or uzyska y

pomnozenia powyzszy wynik przez dowolng wartosc;

dlaj=/,=-3: b3 b gm0 kad (vi, v2) = (1, -4)
TRATATT 4 o | o T TR

1 1
Ostatecznie: v, =L}, v, ={ 4} .

Wspotczynniki (ci, ¢2) okreslamy z (3.16):

A P R R T gy = (1,4;0,6
Yo =6 1 &) 4 - 1 ,SE}.(C1,C2)—(, ;0,6).

Ostatecznie, rozwigzanie przybiera forme (3.13):
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1 1
X(t) = ce™v, +c,e™'v, =1,4e™ L} +0,6e™ { 4} , CO Mozna zapisaé nastepujaco:

x(t) =1,4¢* +0,6e™

y(t)=1,4e* —2,4e”"

Przebiegi powyzszych rozwigzan sa pokazane na rys. 3.1. Uzyskane przebiegi narastajg nieo-
graniczenie, co jest zwigzane z tym, ze pierwsze skladniki w powyzszych funkcjach majg eks-
potencjalne czynniki o dodatnich wyktadnikach. Jasno widaé, ze rozpatrywane réwnania roz-
niczkowe sa niestabilne.

10
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Rys. 3.1. Przebiegi funkcji tworzacych rozwiazanie rownan

Bardziej ogdlna charakterystyke rozpatrywanego rownania uzyskuje si¢ na podstawie analizy
zachowania si¢ przebiegu trajektorii fazowych na ptaszczyznie y = f{x). Mozna je uzyskac
przez wykreslenie tych wtasnie funkcji dla réznych warunkow poczatkowych (xo, yo). Przykta-
dowe trajektorie sg pokazane na rys. 3.1.

3.3. Modele dynamicznych systemow nieliniowych

System dynamiczny moze by¢ przedstawiony za pomoca nastepujacego uktadu row-
nan (w ogdlnym przypadku, rownan nieliniowych):

(Lx;=fl~(x1,x2,...,xn,r),i=1,2,...,n, (3.17)
co mozna zapisa¢ w postaci wektorowej:

x =f(x(1),7), (3.18)
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przy czym Xx(t) = [xl @®  x@) ... x, (t)]T jest wektorem stanu uktadu; » — pa-
rametr (zbior parametrow) uktadu.

Mowimy, ze uktad (3.17) jest autonomiczny, gdyz jest bezposrednio niezalezny od
czasu (uktad stacjonarny). W ukladzie nieautonomicznym, parametry sktadowych
funkcji f zalezg od czasu: £ = {fi(xi, x2, ...xn, 7, 1), i = 1, 2, ..., n}, co sprawia, ze
zwigksza si¢ o 1 liczba niewiadomych (zmiennych) procesu. Jesli uwzglednié te r6z-
nicg, to ogdlny opis obu tych systemow jest podobny.

W klasycznej mechanice, system (3.17) jest reprezentowany zgodnie z koncepcja
Hamiltona, wedlug ktorej, rownania ruchu przyjmuja postac, jak w (2.34). Ruch sys-
temu oraz jego wydzielonych sktadnikéw (na podstawie funkcji Hamiltona), jest okre-
slony w 2n wymiarowej przestrzeni fazowej (w ukladzie nieautonomicznym jest to
przestrzen 2n + 1 — wymiarowa). Mamy tu do czynienia z systemem zachowawczym
(konserwatywnym), co oznacza, ze w zwigzku z ruchem nie zmienia si¢ jego energia
(systemy grawitacyjne, elektrostatyczne). W odroznieniu od tego, w systemie nieza-
chowawczym wystepuja opory ruchu (np. tarcie). Zmienia si¢ wowczas liczba stopni
swobody (wspotrzednych systemu), co objawia si¢ w postaci wystgpowania obszaré6w
przyciggania (atraktorow).

Stan ustalony systemu dynamicznego jest osiggany w przypadku, gdy czas jego ob-
serwacji (rozwigzania) dazy do nieskonczonos$ci: ¢+ — . Wazng cechg systemu jest
osigganie ograniczonego stanu ustalonego, co taczy si¢ z jego stabilnoscig. Kazde
rozwiazanie poza stanem ustalonym, opisuje stan przejsciowy systemu. Stan ustalony
charakteryzuje si¢ wystepowaniem atraktora: zbioru punktow (ograniczonego obszaru
sasiadujacych punktow), w ktorych zamyka si¢ rozwigzanie ruchu systemu. W szcze-
gblnosci, moze to by¢ pojedynczy punkt lub obszar przyciggania w n-wymiarowe;j
przestrzeni rozwigzan. W systemach liniowych wystepuje tylko jeden taki obszar roz-
wigzan — co sprawia, ze stan ustalony nie zalezy od warunkéw poczatkowych. W od-
roéznieniu od tego, system nieliniowy moze posiada¢ wiele takich obszaréw (punk-
tow), do ktorych moze trafi¢ rozwiazanie ustalone w zalezno$ci od warunkéw poczat-
kowych.

Atraktory zasadniczo dzieli si¢ na dwa rodzaje: zwyczajne (proste) oraz dziwne.
Prosty atraktor moze by¢ na ptaszczyznie fazowej punktem rownowagi lub cyklem
granicznym, ktory jest charakterystyczny dla uktadéw oscylacyjnych. W systemach
nieliniowych moga wystepowa¢ wielokrotne atraktory. W przypadku wolnej zmiany
parametrow systemu bedacego w ruchu, obszary (punkty) przyciagania zmieniajg si¢
wolno, co zasadniczo nie narusza struktury uktadu. W niektorych systemach moze
jednak zachodzi¢ gwaltowna zmiana struktury i obszaré6w rownowagi po osiggnieciu
okreslonych punktow ruchu. Przej$cie do nowej konfiguracji objawia si¢ w postaci
gwaltownej zmiany, zwanej bifurkacja.

Dziwny atraktor jest obszarem przyciagania o bardziej ztozonej dynamice. Trajek-
torie plaszczyzny fazowej charakteryzuja si¢, w takim przypadku, samo-
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podobienstwem (powigkszony obszar jest podobny do oryginatu — fraktal), chaotycz-
nym zachowaniem (brak powtérzen w czasie), wysoka czutoscig na zmiany warunkow
poczatkowych.

Najpierw jednak zajmiemy si¢ systemami nieliniowymi, ktore nie wykazujg cech
chaotycznych.

Przyklad 3.2. Dany jest uktad nieliniowy o jednym wejsciu i jednym wyjsciu, ktory jest
opisany nastgpujacym uktadem réwnan:
d’x _dx d’x _dx 2
X)= A 2—+ X 42X =——+2—+y, y=x" +2x.
T =47 i a7

Wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu i narysowac jego portret fazowy.
Zapisa¢ rOwnanie przetwarzania w postaci zmiennych stanu.

Jak widag, jest to uktad autonomiczny. Punkty rownowagi okreslamy z rownania czgsci sta-
tycznej (gdy wszystkie pochodne sa rowne zero) [41]:

x?+2x=0.

Stad otrzymujemy: x; = 0, x, = 2.

Roéwnania zmiennych stanu mozna otrzymac przez podstawienie:

W =X
dw, dx
==,
dr dt
2
%:%:—2w1—w12—2w2.
t

W postaci macierzowej przyjmuje to nast¢pujaca forme:

d wm _ %) . .. w (O) _ WI(O)
— = 5 , Z warunkami poczatkowymi: = .
de|wy | | =2w —wi —2w, wy(0) | [ W

Przyréwnujac funkcje prawej strony réwnan stanu do zera otrzymamy punkty rownowagi:

Wy = 0,

—2w _le —2w, =0, skad: wi; =0, wip =-2.

OtrzymaliSmy wigc dwa punkty réwnowagi (w1, w») = (0, 0) oraz (w1, w») = (-2, 0). Pierwszy z
tych punktow znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych, wiec mozna bezposrednio nary-
sowaé portret fazowy, rozwigzujac podane rownanie stanu dla warunkow poczatkowych w
poblizu punktu rownowagi.

Do rozwigzania rownania stanu mozna postuzy¢ si¢ programem SIMULINK. Schemat odpo-
wiedniego modelu jest pokazany na rys. 3.2. Zmienne wl oraz w2 stuza do przechowywania
wynikdéw symulacji przy danych warunkach poczatkowych, co pozwala na pdzniejsze wykre-
Slenie kilku przebiegdw z réznymi stanami poczatkowymi na jednym wykresie, co moze po-
shuzy¢ do sporzadzenia portretu fazowego dla r6znych warunkéw poczatkowych.



3. Modele drgan 79
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Rys. 3.2. Model do rozwigzywania rownan stanu

Zmieniajac warunki poczatkowe w integratorach dla w; oraz w», otrzymamy trajektorie roz-
wigzan, ktore sg zapisywane w pamigci (Workspace). Ich prezentacja na jednym rysunku daje
obraz fazowy analizowanego uktadu (rys. 3.3).

Wida¢, ze punkt (0, 0) jest punktem przyciggajacym (atraktorem) rozpatrywanego uktadu.
Drugi punkt rownowagi: (wi, wz) = (=2, 0) jest przesunigty wzdtuz osi wi. W celu otrzymania
poréwnywalnych wynikow, nalezy przesunaé o t¢ warto$¢ uktad wspdtrzednych, aby jego
poczatek pokrywat si¢ z tym punktem. W tym celu dokonujemy podstawienia:

Wy =wy, =2

Roéwnania stanu z nowg zmienng wi, przyjmuja nastepujacg postac:

dw,

la

dt_

2

o =2w, — wlza —2w,

Mozna zauwazy¢, ze w tym przesunigtym uktadzie wspotrzednych zmienit si¢ znak sktadnika
wi, W drugim réwnaniu. Prowadzi to do catkowicie odmiennego portretu fazowego uktadu w
punkcie (2, 0) (rys. 3.4).

Asymptota a oddziela obszar przyciggania punktu (wi, w>) = (0, 0) lezacego po prawej stronie tej
asymptoty — na rys. 3.4 jest to punkt (wi,, w2) = (1, 0) - od obszaru wiodacego do nieskonczono-
$ci wzdhuz krzywej b (na lewo od poczatku uktadu wspoétrzednych). Z tej analizy widaé, ze punkt
(w1, w2) = (0, 0) jest lokalnie stabilny, natomiast punkt (w1, wz) = (-2, 0) jest niestabilny.

W miejsce modelu sporzadzonego za pomocg programu SIMULINK (rys. 3.2), rownania rozpa-
trywanego uktadu mozna takze rozwigzywac korzystajac z odpowiedniej procedury, tworzac
skrypt programu Matlab. Takie wlasnie podejicie jest prezentowane w programach, ktore sa
dostgpne w kartotece Przyktad 3 2 na stronie internetowe;:
http://zas.ie.pwr.wroc.pl/ER/PMS/Przyklady/index.html
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Rys. 3.4. Obraz fazowy w otoczeniu punktu (-2, 0), do ktoérego sprowadzony zostal poczatek
uktadu wspolrzednych

Analiza rozpatrywanych uktadow nieliniowych w poblizu punktow réwnowagi
moze by¢ prowadzona przez linearyzacj¢ rownania ruchu — przyblizenie za pomoca
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dwoch pierwszych wyrazow rozktadu réwnania (3.18) I w szereg Taylora. Zaktada-
jac, ze punkt rownowagi jest okreslony przez wspoétrzedne x, oraz f(x,) = 0, to w ukta-
dzie autonomicznym, zalezno$¢ (3.18) przyjmuje nastepujaca postac:

f(x)zM x—-x,)=A,(x-Xx,), (3.19)
o o O]
Ox, Ox, ox,
w2
gdzie A, = ) = a{cl a{cz 6)'@, jest jakobianem systemu (3.18).
o A Y
_axl Ox, 6xn_x:x‘

W takim przypadku, analiz¢ dynamiki systemu w poblizu punktéw réwnowagi
mozna prowadzi¢ na podstawie wartosci wlasnych macierzy A.:

x =f(Ax)~ A, Ax, (3.20)

gdzie Ax = x — x, — bliskie otoczenie punktu rownowagi systemu.
Catkowanie réwnania (3.20) prowadzi do okreslenia odpowiedzi czasowej rozpa-
trywanego systemu w poblizu punktu rownowagi:

x(f)=Cell =Ce @A =12, ... n, (3.21)

gdzie 4; = o; + j £ sa wartosciami wlasnymi macierzy A, (w nieco innym konteks$cie sg
one takze nazywane wyktadnikami Lapunowa).

Jak wida¢, zachowanie si¢ odpowiedzi uktadu w poblizu punktu rownowagi zalezy
od wartosci i1 charakteru wyktadnikow A, i = 1, 2, ..., n, co jest stosowane do oceny
stabilno$ci systemu w otoczeniu tego punktu (pierwsza metoda Lapunowa). W szcze-
golnosci, system jest stabilny asymptotycznie, gdy czgsci rzeczywiste wszystkich wy-
ktadnikow sg ujemne: o; <0,i=1,2, ..., n.

Kombinacje wartosci wlasnych macierzy charakterystycznej systemu prowadza do
roznych trajektorii na plaszczyznie fazowej. W Tabeli 3.1 zebrane sg charakterystyczne
trajektorie fazowe dla uktadow II-go rz¢du (n = 2) [41]. Odpowiadaja one uproszczo-
nym warunkom, gdy struktura uktadu i jego parametry nie ulegaja zmianie w czasie.

W historii rozwoju badan systemow dynamicznych utworzono wiele standardo-
wych modeli matematycznych, ktore stuza do ilustracji wlasciwosci réznych typo-
wych zjawisk fizycznych. Sg one kojarzone z nazwiskami badaczy, ktorzy je opisali
oraz upowszechnili. W dalszej czesci tego rozdziatu sg prezentowane niektdre z tych
modeli.
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Tabela 3.1. Trajektorie fazowe w poblizu punktow rownowagi uktadow drugiego rzgdu

Nr | Potozenie pierwiastkdw Plaszczyzna fazowa Rodzaj
X2
L oba p}erWlastkl IZeCZywi- ; wezel stabilny
ste, ujemne X
X2
By oba pierwiastki rzeczywi- J k wezel niestabiln
ste, dodatnie \\ f x| ¢ y
X2
oba pierwiastki rzeczywi- .
3. . siodlo
ste, o roznych znakach / \ X
X2
pierwiastki zespolone o
4. | ujemnych czg¢$ciach rze- G‘)_\ ognisko stabilne
czywistych X1
_—//
X2
—_
pierwiastki zespolone o \
5. | dodatnich czg¢$ciach rze- /‘: ) ognisko niestabilne
czywistych K_/ X
X2
pierwiastki zespolone o / \
6. | zerowych czesciach rze- centrum ($rodek)
czywistych (urojone) k/ X1
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3.4. Rownanie Van der Pola

Roéwnanie Van der Pola'® opisuje oscylacje w uktadzie elektronicznym ze wzmacnia-
czem (oryginalnie z zastosowaniem lampy typu trioda — rys. 3.5).

iH

Rys. 3.5. Oscylator elektroniczny Van der Pola

Przy zatozeniu, ze charakterystyka magnesowania rdzenia transformatora jest aprok-
symowana wielomianem trzeciego stopnia, dynamika uktadu jest okreslona za pomoca
nastgpujacego rOwnania nieliniowego:

d’y 2\ dy
——ull-y ) —+y=0, 3.22
M=) (3.22)
gdzie y— wspodlczynnik thumienia.

Roéwnanie (3.22) mozna zapisa¢ w postaci uktadu rownan pierwszego rzedu:

ey
dr H y Yy
dl_x

dt u

(3.23)

Przebiegi uzyskane z rozwigzania réwnania dla dwoch réznych wartosci wspot-
czynnika tlumienia sa pokazane na rys. 3.6. Na podstawie (3.23) mozna otrzymac
portret fazowy rozwigzania, co jest przedstawione na rys. 3.7.

Generator Van der Pola ma wazng praktyczng wlasciwos$¢ thumienia oscylacji o ro-
snagcej amplitudzie i wzmacniania oscylacji thumionych. Prowadzi to do stabilizacji
drgan o ustalonej granicznej amplitudzie. Wtasciwos$¢ ta jest stosowana do odtwarza-
nia zjawisk w roznych dziedzinach techniki, biologii, socjologii, czy ekonomii.

18 Van der Pol Balthazar (1989 — 1959) — fizyk holenderski, pionier radio- i telekomunikacji.
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Rownanie Van der Pola
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Rys. 3.6. Rozwigzanie rownania Van der Pola dla dwoch wartosci wspotezynnika p

Portrety fazowe
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Rys. 3.7. Portrety fazowe dla dwoch wartosci wspotczynnika g
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Wplyw warunkéw poczatkowych na stan przejSciowy generatora jest pokazany na
rys. 3.8. Wida¢, ze generator szybko przechodzi do ustalonych warunkoéw pracy.

a) b)
2,5 800
5 | &03() =1, 200 _ €00
‘\ \ \J
1,5 | 8 ‘ - 400 \
1 } “ 200 (1’200\)
S
0,5 ‘ : Qb b
\ | \ 7%
=0 ‘ | —200 F
| | —400 ; \
-0,5 | ! o
\ | NN 5 (1,-400)
-1 | ‘ : —600 N S
'/ 7 \
-1,5 % ‘ —800 %
/ \/ / N .
2p ¢ = ~1000
- <(x(0), /(0)) = (1, -400) 1200
250200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 18002000 20225 2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25
t,s X

Rys. 3.8. Wpltyw warunkéw poczatkowy na stan przejsciowych generatora; 1= 500

Zastosowania generatora mozna rozszerzy¢ przez wprowadzenie zewngtrznego
wymuszenia (uktad nieautonomiczny). Wymaga to uzupelienia rownania (3.22)
przez dodanie z prawej strony odpowiedniej funkcji wymuszajacej. Najczes$ciej ma
ona posta¢ funkcji harmonicznej, na przyktad: F' cos(ar).

3.5. Rownanie rozniczkowe Duffinga

Roéwnanie Duffinga'® jest czesto stosowane do opisu drgan uktadow mechanicznych
sprezystych z tlumieniem (sztywna spr¢zyna, sprezysta belka), a takze nieliniowe
uktady elektroniczne, ktore podlegaja wymuszeniom oscylacyjnym. Ogolna postaé
roéwnania Duffinga z wymuszeniem okresowym jest nastgpujgca:

¥+ 0% + @) x + Bx’ = F cos(wt + @) (3.24)
gdzie parametry réwnania sa odpowiedzialne za poszczegdlne procesy w modelowa-
nym obiekcie:

0 — wspotczynnik ttumienia;

f— liniowy wspotczynnik sztywnosci;
a)g — wspotczynnik oscylacji (wlasnych);
F — amplituda wymuszenia;

@ — pulsacja wymuszenia.

19 Georg Duffing (1861 — 1944) — niemiecki inzynier (elektrotechnika i mechanika).
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Zaleznos¢ (3.24) moze by¢ przedstawiona w postaci dwoch rownan rézniczkowych
pierwszego rzgdu (rdwnania stanu):

Uu=v

.9 3 (3.25)
v=—wyu— Pu’ — v+ Fcos(wt+ @)

gdzie dwie zmienne (zmienne stanu) majg prostg interpretacj¢ fizyczna:
u — przemieszczenie,
v — predkosc.

Rozpatrywany tu problem jest czgsto ilustrowany za pomoca urzadzenia z rys. 3.9
[23], gdzie ferromagnetyczna sprezyna (belka) jest pobudzana za pomoca dwoch elek-
tromagnesow. Rownanie (3.24) odwzorowuje drgania sprezystej belki pobudzanej
przez elektromagnesy.

W zaleznos$ci od wartos$ci poszczegodlnych parametréw w (3.24), rOwnanie przyj-
muje rézne praktyczne formy. Dla parametrow: =0, ¢ = 0 oraz przy dodatnim znaku

przy wspotczynniku a)g , (3.24) przyjmuje nastepujacag forme:

X+ K+ a)gx = F cos(wt) (3.26)

AAELLAERRARR AR RN

belka

>

wymuszenie
Rys. 3.9. Uktad do ilustracji rownania Duffinga
Jest to rownanie rézniczkowe liniowe drugiego rzgdu o statych wspoélczynnikach z

wymuszeniem oscylacyjnym. Jego rozwiazanie uzyskuje si¢ wedlug standardowych
procedur [41]. W tym przypadku otrzymujemy nast¢pujacy zwigzek:

x(t) = Acos(awt — @) , (3.27)

ktéry na ptaszczyznie fazowej (x, v) = (x, x") przedstawia elipse:
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2 2
x0) + v 1 (3.28)
A wA
Wartos¢ amplitudy A oraz przesunigcia fazowego ¢ zaleza od pulsacji wymuszenia @:
F ow
A(w) = , gho)=—— (3.29)
\/(a)g —a)z)2 +(6w)* @ —@

Pulsacja rezonansowa wystepuje wowczas, gdy przy zmianie wspotczynnika thumienia
o, amplituda A(w) = A(wr.:) przyjmuje najwicksza warto§¢. Z warunku okreslenia
maksymalnej wartoéci A(w) (3.29), znajdujemy:

©,y, =-|F —(5/2)* (3.30)

Wida¢ bezposrednie powigzanie pulsacji rezonansowej z pulsacja drgan wlasnych ax
oraz z thumieniem o. Dla regularnych odstepow czasu: t =0, T, 27,... , gdzie T =21/ o,
odpowiedzi rownania uktadajg si¢ w punkty na ptaszczyznie fazowe;j:

(x,v)=(Acos¢p,— Awsin @), (3.31)

tworzac tzw. odwzorowanie punktowe albo odwzorowanie (przekrdj) Poincarégo
[25, 29], ktore jest w tym przypadku zbiorem punktow rozwigzania réwnania (3.10)
dla przyjetego kroku czasowego. Mowi si¢ wowcezas, ze zbidr punktow rozwigzania
powstaje w wyniku ‘stroboskopowego’ (synchronicznego) probkowania rozwigzania.
[ustruje to kolejny przyktad.

Przyklad 3.3. Wyznaczy¢ podstawowe przebiegi uzyskane w wyniku rozwigzania réwna-
nia (3.26) dla nastgpujacych parametrow: F = 1,0; ¢ =0; 6= 0,06; =0,
a)é =4; o= 0,6; przy warunkach poczatkowych: x(0) =-0,2; x* (0)=0,1.

Obliczenia zostaty wykonane z wykorzystaniem procedury odel5s w jezyku MATLAB. Rezul-
taty sg prezentowane na rys. 3.10. Przedstawiajg one przebiegi zmiany odchylenia x(¢) oraz
przyspieszenia x (¢) (rys. 3.10a).

Wida¢, ze stan przejsciowy zanika po czasie ok. 100 s. Po jego zaniku, obraz tych przebiegdéw
na plaszczyznie fazowej przyjmuje ksztatt elipsy (rys. 3.10b).

Odwzorowanie Poincarégo okre§lone zgodnie z (3.31) jest pokazane na rys. 3.11a (punkty
przekroju dla t = 0, T, 2T,... sa wyznaczone przez wierzchotki wykresu). Szczeg6ly tego prze-
kroju dla czasu ¢ > 100 s sg pokazane na rys. 3.11b. Jak widaé, przekrdj Poincarégo upraszcza
wykres, zachowujac podstawowe cechy przebiegu, co jest szczegélnie istotne w przypadku
bardziej ztozonych wykresow.

20 Jules Henri Poincaré (1854 — 1912), matematyk i fizyk francuski.
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| a) | b)
'Ro,s i rw ] 0,5 1
g T |

Rys. 3.10.ti3izebiegi zZwigzane z rozwigzaniem rownania szﬁnga
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—04t 0,005
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x x

Rys. 3.11. Przekrdj Poincarégo dla analizowanego rownania (a) oraz szczego6t dla ¢ > 100 s (b)

Analizowany powyzej przypadek odnosi si¢ do réwnania Duffinga, zredukowane-
go do postaci liniowej. Bardziej interesujace wlasciwosci (takze z praktycznego punk-
tu widzenia) ma posta¢ nieliniowa tego rownania — co bedzie przedmiotem analizy w
dalszej czeSci rozdziatu.

3.6. Zadania

3.1. Roéwnanie Van der Pola ma nastepujaca postac:
2
ay_ (1 _ 2 )dl +v=0
42 HU=Y dr ¥
Okresli¢ ten model w postaci zmiennych stanu.
3.2. Badany uktad jest opisany nastgpujgcym rownaniem:



3. Modele drgan )

3.3.

a) f(x)=%+x(3—-2x)+6x—4x"

b) f(x)=5x+0,5%+x(x>—1)

Korzystajac z przyktadu 3.2 wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu, okresli¢ ich charakter
(stabilno$¢), opracowaé¢ model symulacyjny uktadu (program SIMULINK) i wyznaczy¢

portrety fazowe w poblizu tych punktow.
Roéwnanie Duffinga jest przedstawiane w nast¢pujacej formie:

)'é+§)'cia)§x+ﬂx3 = F cos(awt + @)

Zapisaé je w postaci zmiennych stanu. Jaka jest fizyczna interpretacja tych zmiennych?






4. MODELE PROCESOW FIZYCZNYCH

4.1. Wprowadzenie

Znakomita wigkszo$¢ procesow fizycznych jest reprezentowana za pomoca modeli
zaleznych od czasu. Sg to wigc procesy dynamiczne. Ich analiza ma na celu wyjawie-
nie zaleznos$ci poszczegolnych zmiennych procesu w czasie. Latwo zauwazy¢, ze za-
rowno stopien skomplikowania takich modeli w sensie doktadnosci odwzorowania
wzajemnie powigzanych zjawisk, jak i rozdzielczo$¢ czasowa procesu jest niemal
nieograniczona. Waznym czynnikiem racjonalizujacym symulacyjna analizg zjawisk
fizycznych jest uzasadnione ograniczenie doktadnosci tych wskaznikow.

W rozdziale pokazane sg przyktady tworzenia modeli wybranych zjawisk fizycz-
nych z ilustracja ich komputerowej symulacji z zastosowaniem podstawowych metod
numerycznych.

4.2. Zjawisko tarcia

Sita tarcia T jest rozumiana, jako sita oporu powstajaca przy przesuwaniu si¢ dwoch
cial wzgledem siebie. Sita T lezy w ptaszczyznie stycznej do powierzchni obu cial,
poprowadzonej w punkcie styku. Ma ona kierunek i zwrot przeciwny do predkosci
wzglednej punktu styku. Jesli ciato jest nieruchome, to zwrot sily jest przeciwny do
kierunku sity wymuszajacej. Pomimo powszechnosci zjawiska tarcia, jego model ma-
tematyczny nie jest jednoznaczny 1 istnieje wiele szczegdélowych opisow tarcia. Maja
one na celu badanie samego zjawiska tarcia w roznych szczegétowych stanach dyna-
micznych przemieszczajacych si¢ wzgledem siebie cial oraz jego kompensacji z mysla
o stabilizacji ruchu.

W celu usystematyzowania opisu zjawiska tarcia, powstato wiele modeli uprosz-
czonych, ktére sg stosowane w $cisle okreslonych warunkach. Do najwazniejszych z
nich mozna zaliczy¢?':

21 BRODNY ., Modelowanie tarcia w uktadach mechanicznych. Gérnictwo i Geologia, t.
5,2010, Zeszyt 2,s. 7—17.
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— tarcie statyczne, ktore reprezentuje sile (moment) niezb¢dng do przesunigcia
wzgledem siebie dwoch nieruchomych ciat (sila, ktora przeciwstawia si¢ przesu-
nigciu przy zerowej predkosci);

— tarcie suche, ktore odpowiada sile przeciwstawiajacej si¢ oporowi ruchu wzgled-
nego dwoch cial, niezaleznie od ich wzglgdnej predkosci ruchu (opor tarcia zalezy
od sity docisku przemieszczajacych si¢ ciat - model Coulomba);

— tarcie lepkie (wiskotyczne), przy ktorym zaktada si¢, ze przestrzen pomigdzy
przesuwajacymi si¢ ciatami jest wypetniona okreslong cieczg (smarem);

— rozne przypadki posrednie, gdy np. warunki tarcia zmieniaja si¢ w zalezno$ci od:
kierunku ruchu (tarcie asymetryczne), pozycji lub kata obrotu, predkosci ruchu i
innych parametrow.

W dalszej czgéci tego rozdziatu przeprowadzono analize tylko podstawowych za-
gadnien zwigzanych z tym zjawiskiem.

4.2.1. Tarcie suche

W przypadku tarcia suchego zaktada si¢, ze pomigdzy przesuwajacymi si¢ powierzch-
niami nie ma materiatu posredniczacego, w szczego6lnosci, brak jest warstwy smarnej.
Do analitycznego opisu tarcia wprowadza si¢ zazwyczaj nastepujace zatozenia:

- sita tarcia jest proporcjonalna do sity N normalnej do powierzchni tarcia (rys. 4.1):

gdzie w — kinetyczny wspotczynnik tarcia;

- sita tarcia jest niezalezna od powierzchni styku;

- sita tarcia jest niezalezna od predkoSci przemieszczania sig cial;

- do przesunigcia nieruchomego ciata niezbedna jest sila Tg,., ktora jest okreslana po-
dobnie, jak w (4.1), przy czym: u > g4 — wspotczynnik tarcia statycznego (ktory takze
nie zalezy od wielkos$ci powierzchni styku).

F

AN

Rys. 4.1. Sily wystepujace przy tarciu

Jesli uwzgledni¢ kierunek ruchu przesuwanego elementu, to zaleznos¢ (4.1) przybiera
nastgpujaca postaé:

T = 44, N'sgn(v) = 44, N sgn(5) 42)
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Zalezno$¢ pomigdzy siltg dziatajacg na uktad i silg tarcia jest pokazana na rys. 4.2. Zazwy-
czaj po uruchomieniu uktadu, opér tarcia nieco maleje, co wynika z relacji: g > 14, co
oznacza, ze opOr tarcia kinetycznego T jest mniejszy od tarcia granicznego 7.

T A
Ty |————- Ty
|
|
|
Foax I »
| Ll
| Fmax F
|
|
T, |
_____ T,

Rys. 4.2. Charakterystyka sit wystgpujacych w modelu tarcia suchego

W praktyce, model tarcia jest zazwyczaj elementem bardziej ztozonego uktadu, w
ktorym wystepuja rozne sity powodujace przesuwanie i opor. Jeden z takich przypad-
koéw ilustruje nastepny przyktad.

Przyklad 4.1. Przeanalizowa¢ dynamike uktadu z rys. 4.3 [62]. Stata spr¢zyny wynosi £,
natomiast przesuwany element ma mase¢ m. Zalozy¢, ze uktad moze sig
znajdowaé w jednym z dwoch standw: a) przy braku poslizgu: v=x=0
oraz b) wruchu: v=x#0.

Zewnetrzne sity dzialajace na uklad sg nastgpujace (sita F' oraz przeciwnie skierowana sita
sprezyny — rys. 4.3):
F,_=F-kx

Gdy uktad znajduje si¢ w ruchu (przypadek b), ktory charakteryzuje si¢ obecnoscia predkosci
przesuwania: v = x # 0), mozna zapisac nastepujacg rOwnowage sit:
m-a=m-i+T, =F,, ,a—przyspieszenic masy m.

Uwzgledniajac (4.2), otrzymamy:
mi=F,, —w Nsgn(x)=F,, —T, sgn(x)

skad, dla v=x#0:
F, —T, sgn(x)

zew

i=———=—" T, =N, N=m-g,g—przy$pieszenie ziemskie.
m

Funkcja sgn() shuzy do uogdlnienia zapisu dla obu kierunkéw dzialania sil (przesuniecia).
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Rys. 4.3. Schemat analizowanego uktadu

Dla ogo6lnosci, zapiszmy w podobny sposob stan uktadu przy braku poslizgu (przypadek a)),
przy czym, w miejsce funkcji sgn(x) wprowadzimy dodatkowa funkcje, ktéra wykrywa kieru-
nek dziatania, zmierzajacego do przesunigcia masy m z udziatem sity F.:

dla <1
Pre(p)={" , » ‘
sgn(p) inaczej

gdzie p =—=* jest wzgledng wartoscia sity dziatajacej na masg m w stanie spoczynku.

gr
Prowadzi to do nastepujacej modyfikacji rownania dynamiki uktadu w stanie spoczynkowym
(v=x=0):

F‘zew
F‘zew - Iwgrprz ( T ]
8r T

$= , T,
m &

Jak wida¢, w zaleznosci od stwierdzenia ruchu elementu o masie m, jego dynamika jest okre-
$lona przez jedno z powyzszych rownan rézniczkowych drugiego rzedu. Mozna je sprowadzié
do pary rownan rozniczkowych pierwszego rzedu, co wraz z odpowiednim warunkiem, wy-
krywajacym ruch, prowadzi do nastepujacego algorytmu:

= pgN .

).Cl =Xy

F, —T, sgn(x Lo
X, =—"r*f - - gnt,) -jesli x, #0

m
F

F ‘_T ) zew
. zew grpr. ( Tgr J ) )
X, = - inaczej

m

Na podstawie powyzszych rownan zostal opracowany program Przyktad 4 1.m w jezyku
Matlab. Na kolejnych rysunkach prezentowane sg niektore wyniki symulacji przy zmianie
ukazanych parametrow. Zalozono, ze T = 0,957,,. Pozostale parametry sa podane na rysun-
kach.
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Rys. 4.4. Przebiegi przesunigcia (x;) oraz predkosei (x2) przy roznych wspdtczynnikach tarcia;
m=1,k=12,F=0,(x1(0), x0)) = (0,5, 0)

Mozna zauwazy¢, ze przy matej wartosci wspotczynnika tarcia, uktad ma charakter oscylacyj-
ny; przy jego wzroscie, oscylacyjne wymuszenie sprezyny daje si¢ zauwazy¢ jedynie podczas
pierwszego potokresu.

Przebiegi pokazane na rys. 4.5 potwierdzaja obserwacje, ze wstgpne naprezenie sprezyny daje
podobny efekt, jak sita przylozona do masy m, przy czym, charakter przebiegu zalezy od
wstepnego napigcia sprezyny (wartos$¢ poczatkowa przesunigcia).
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Rys. 4.5. Przebiegi przesunigcia (x;) oraz predkosci (x2) przy roznych poczatkowych warto-
$ciach przesuniecia; m = 1, k=1,2, £=0,02

Zauwazmy, ze dla przypadku odchylenia poczatkowego x1(0) = 0,1, nie wystgpuje zaden ruch,
co wynika stad, ze taczna sita dziatajaca na element jest mniejsza od silty tarcia spoczynkowe-
go. W analizowanym przypadku, warunek wystapienia ruchu jest nastepujacy:

N
OEEE

co nie jest spelnione.
4.2.2. Tarcie lepkie

Tarcie lepkie (ptynne) jest sitg oporu 7 wystepujacego w szczelinie pomigdzy dwoma
przemieszczajacymi si¢ cialami, gdy szczelina ta jest wypetniona ptynem lub gazem.
Przy tworzeniu modelu tego zjawiska zaktada sie, ze:
- T'nie zalezy od sily docisku pomiedzy przesuwajacymi si¢ ciatami;
- T zalezy natomiast od predkos$ci przesuwania v oraz od pola powierzchni styku S;
- tarcie ptynne w sposob zasadniczy zalezy od wiasciwo$ci materiatu wypetiajacego
szczeline dzielacg powierzchnie obu ciat.

W najprostszej postaci model tarcia lepkiego jest zapisywany w postaci nastepuja-
cego rownania (tarcie wiskotyczne):

T=px (4.3)

gdzie 1y jest wspotczynnikiem tarcia lepkiego.
Model (4.3) jest czesto uogodlniany do postaci:
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T = p(x)" sgn(x),, (4.4)

gdzie wyktadnik n moze przyjmowac rézne warto$ci w zaleznosci od rodzaju przesu-
wajacych si¢ powierzchni.
W przypadku niescisliwej cieczy wypetniajacej szczeling, sita tarcia jest reprezento-
wana za pomocg nastgpujacej zaleznosci:

ov

T=nS — 4.5
s 4.5)

gdzie: 1 - wspotczynnik lepkosci cieczy, 22 - gradient predkosci w szczelinie, S —

pole powierzchni styku.

Tarcie lepkie jest czgsto taczone z thumieniem ruchu ciala o masie m. W takim
przypadku, na podobienstwo do rys. 4.3, mozna postuzy¢ si¢ schematem, jak na rys.
4.6, ktéremu odpowiada nastgpujace rownanie:

mi¥+p x+kx=0 (4.6)

gdzie g, jest wspotczynnikiem tlumienia wiskotycznego (lepkosciowego).
Powyzsze réwnanie w zapisie zmiennych stanu przyjmuje nastgpujacg forme:

xl =X,
L X, —hx, (4.7)
X, =—r———
m
X
F
— Bi=
m k
T <0800
-

Rys. 4.6. Schemat uktadu z thumieniem wiskotycznym

Tym razem, w modelu tarcia nie wystepuje ograniczenie ruchu w zwigzku z oporem
granicznym T, wiec w przebiegu oscylacji tego uktadu nie wystepuje gwaltowne ich
zanikanie. Na rys. 4.7 pokazane s3 wyniki symulacji wykonane zgodnie z modelem
(4.5), przy podobnych zatozeniach, jak w przypadku przebiegdw z rys. 4.5 (obliczenia
wykonano dla réznych warunkéw poczatkowych), dla wspotczynnika thumienia wisko-
tycznego i, = 0,58. Wida¢, ze przebiegi przedstawiaja regularne oscylacje thumione.
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Przy bardziej ogoélnym podejéciu, model (4.6) rozszerza si¢ do postaci®*:

mi+ px+hke=T(%,x,t,F,), (4.8)
gdzie T = uF,, co oznacza, Ze:
T(%,x,1,F,, -
=i By = TEREE), (4.9)

n

xl, x2

Rys. 4.7. Przebiegi przesunigcia (x;) oraz predkosci (x2) zgodnie z modelem (4.5), przy roz-
nych poczatkowych warto$ciach przesunigcia

Takie zatozenie daje duzg swobode w ksztaltowaniu wspotczynnika tarcia . Wie-
lokropek w (4.8) oznacza, ze w praktyce, do odwzorowania ré6znych warunkow rze-
czywistych, stosuje sie niekiedy bardzo wymyslne modele matematyczne®. W szcze-
gd6lnosci, sita nacisku F, moze zawierac¢ takze zewnetrzne wymuszenie Fy:

F,=F,+F,, (4.10)
gdzie: Fyy=m-g, g — przys$pieszenie ziemskie.

Schemat modelu do analizy tarcia zgodnie z (4.8) jest pokazany na rys. 4.8.
Wzgledna predkosé v, przesuwajacych si¢ powierzchni jest okreslona nastepujaco:

v, =Vg—X, (4.11)
skad mozna wyznaczy¢ charakterystyczne przypadki (vo jest predkoscia tasmociagu):

22 BERGER E.J., Friction modeling for dynamic system simulation. Appl Mech Rev vol.
55, no 6, November 2002, pp. 535-577.

3 AWREJCEWICZ J., OLEINIK P., Analysis of dynamic systems with various friction
laws. Applied Mechanics Reviews 58(6), 2005, pp.389-411.
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x=0— v, =Vy —zdefiniowany poslizg
x=vg—> v,=0 —przyklejenie
X
-
Y7,
H m k
L
>

Rys. 4.8. Schemat uktadu do analizy tarcia

Na podstawie modelu (4.8), (4.9), mozna rozwaza¢ bardzo rézne przypadki szcze-
gotowe. Przeanalizujmy jeden z nich, gdy wspoétczynnik tarcia jest okreslony przez
kombinacj¢ wartosci statej 1 predkosci wzglednej v,,. Odpowiada temu nastgpujaca defi-
nicja tego wspolczynnika (rys. 4.9):

alv,|

H(vy,) =| My eXp + 4 |sgn(vy,) (4.12)

7

gdzie: u,. = py— . ; th, te, & - parametry modelu.

0,8

0,6

0,4

] S O O O A S SOOI

wspotczynnik tarcia i

N R o
-2 -1,5-1-05 0 05 1 1,5 2
predkosé wzgledna v,,, m/s

Rys. 4.9. Charakterystyka zmian wspoétczynnika tarcia na podstawie (4.12)
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Zgodnie z (4.8), model tarcia jest okreslony przez nastgpujgce réwnanie:

mx+yx+kx=Fn[y, exp(ﬂj+ﬂ6]sgn(\/w), (4.13)
U

”

ktore mozna zapisa¢ w postaci nastgpujacych rownan stanu:

X=X
. )7 k F —alv, , (4.14)
X, ==Xy ==X+ [, eXp + 4, (sgn(v,)
m m m ,
gdzie: v,, = v, — X, ; x2 — predkos¢ ruchu ciata.
W kolejnym przyktadzie analizowany jest model (4.14).
Przyklad 4.2. Przeprowadzi¢ analiz¢ dynamiki uktadu okreslonego przez rownania

(4.14) dla nastepujacych parametréw: m = 1,5 kg; 2= 0,1 N-s/m; k=

4,2 N/m; Fr=0; vo = 0,60 m/s; 1o =0,5; 1. = 0,4; = 0,1 s/m. Przyjac na-

stepujace wartosci poczatkowe: x(0) = 0,5; y(0) = 1,0.
Charakterystyka wspotczynnika tarcia dla podanych parametréw jest przedstawiona na rys. 4.9.
Do symulacji ruchu rozwazanego ukladu opracowany zostal program tarcie b.m, ktory
powstal w wyniku modyfikacji poprzednich programow do analizy zjawiska tarcia, prezento-
wanych w tym rozdziale. Przebiegi obu zmiennych modelu (4.14) oraz trajektorii x> = f{x1) dla
podanych parametréw, sa pokazane na rys. 4.10.

2 5 T T T T a) 1 T b
prz;esunic;ci;e, X | \xgl(O A :

1,5F E
N

Q 1 .............. :8
- o
= i/
0,5 8
a.

—_—

0 5 1015 20 25 Yo 08 12 1.6 2 24
czast, s przesunigcie x;, m

Rys. 4.10. Przebiegi zmiennych x;(), x2(¢) (a) oraz trajektoria x, = f{x;) (b)
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Dolny przebieg na rys. 4.10a) pokazuje potozenie bloku m. Zmienia si¢ ono stosownie do po-
slizgu wzgledem tasmy (na rys. 4.8 potozenie wyznacza zmienna x). Poziome czgsci tego prze-
biegu o wartosci x = vo = 0,6 odpowiadaja sytuacji, gdy pomiedzy blokiem m oraz tasmocia-
giem brak jest poslizgu i1 blok porusza si¢ z predkoscig tasmociggu. Mozna sprawdzi¢, ze
wowczas predko$¢ wzgledna v, = 0. Przypadek taki powtarza si¢ w kazdym okresie wyzna-
czonym przez dynamike procesu. W tym czasie zwigksza si¢ przesunigcie xj, CO wzmaga na-
pigcie sprezyny k, az do momentu, gdy zaczyna si¢ poslizg bloku m wzgledem tasmociagu.
Sprawia to, ze odleglo$¢ x; zaczyna si¢ zmniejsza¢, natomiast predkos$¢ x, osigga wartosci
uyjemne. Sita pochodzaca od spr¢zyny zmniejsza si¢, co odwraca t¢ tendencje. Odleglos$é x)
przyjmuje najmniejsza wartos¢, gdy predkosé x, przechodzi przez zero w dodatnim kierunku.
Proces ten mozna takze §ledzi¢ na wykresie trajektorii fazowej (rys. 4.10b)). Pozioma czg$¢ tej
trajektorii odpowiada przypadkowi braku poslizgu pomiedzy blokiem m i ta§mociggiem. W
analizowanym przypadku wystepuje on takze na poczatku symulacji, co jest zwigzane z przyje-
tymi warto$ciami poczatkowymi.

Na rys. 4.11 pokazane sg przebiegi badanych zmiennych procesu (zmiennych stanu) dla réznych
wartosci wspolczynnika «, ktory okresla stopien zmiany wspolczynnika tarcia g (rys. 4.9).
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Rys. 4.11. Przebiegi zmiennych x;(7), x2(f) dla r6znych wartosci wspotczynnika o



102 Podstawy Modelowania Systemow

Wida¢, ze dla a > 0, obraz uzyskanych przebiegéw jest podobny do tych oméwionych powy-
zej. Warto podkresli¢, ze mamy do czynienia z niegasnacymi oscylacjami, ktérych czestotli-
wos$¢ takze zalezy od wartosci wspotczynnika . Odmienny obraz uzyskuje si¢ w przypadku,
gdy a = 0. Na podstawie (4.12) wida¢, ze wspolczynnik tarcia jest wtedy staty: u = . (nie
zalezy od wzglednej predkosci). Wowczas zaleznos¢ (4.14) staje si¢ liniowa (jesli zatozy¢, ze
vy nie zmienia znaku), co prowadzi do znanego regularnego przebiegu zwiazanego z dynamika
uktadu 2-go rzedu (rys. 4.11). Stan ten moze by¢ zaktocony takze przy zerowej wartosci
wspotczynnika ¢, gdy blok m przestaje si¢ §lizga¢ wzgledem tasmociggu. Wowczas predkosce
wzgledna v, = 0. Ten przypadek mozna zaobserwowac¢ na rys. 4.11 w przebiegu predkosci x;
dla =0, w pierwszym okresie symulacji.

Korzystajac z obserwacji poczynionej w poprzednim przyktadzie w zwigzku ze sta-
I3 warto$cig wspotczynnika tarcia = y. (dla o = 0), mozna okresli¢ wartosci fizycz-
nych parametrow uktadu (4.14), odnoszacych si¢ do liniowego uktadu 2-go rzgdu.
Standardowe réwnanie uktadu oscylacyjnego jest wowczas nastepujace [41]:

¥(t) + 28w, x(t) + 0. x(t) = Ko u(t), (4.15)

gdzie: {— wspolczynnik thumienia drgan oscylacyjnych; @, — pulsacja drgan nietlu-
mionych, K — wzmocnienie statyczne; u(f) — funkcja wymuszajaca.
Przez analogi¢ do (4.15), model (4.14) mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

#(1) =20 %(t) — 0’ x() + Fu (4.16)

. uo s ko : -
gdzie: ( N/ o, s H1—jak w (4.12); F, — jak w (4.10).
Wprawdzie parametry réwnania (4.16) daja poprawnag ocen¢ fizycznych wielkosci
opisujacych dynamike tylko liniowych procesow (dla = 0), to jednak taki zapis jest
czesto stosowany takze w ogolnych przypadkach, ze wzgledu na powigzanie tych
parametrow z charakterystykami rowniez uktadow nieliniowych.

Jedng z zalet modelu (4.16) jest proste odwzorowanie w nim przypadkow z ze-
wnetrznym wymuszeniem. Ilustruje to kolejny przyktad.

Przyklad 4.3. Przeprowadzi¢ analize dynamiki uktadu okreslonego przez rownanie
(4.16) w przypadku, gdy sita nacisku F,, ma takze sktadowa zewnetrzna o
postaci: Fy= F.cos(@.t+¢.). Przyjaé: @ = 1,0 !, . = 0. Pozostale para-
metry ukladu — jak w przyktadzie 4.2, oprocz wspolczynnika o= 0,01.
Zbada¢ wplyw sity zewnetrznej F. na podstawowe przebiegi procesu.

Do symulacji ruchu rozwazanego uktadu opracowany zostal program tarcie c.m, ktory
powstat na bazie programu tarcie b.m.

Do badania wptywu sily zewngtrznej F. wybrano trzy wartosci amplitudy: 0,5 N, 2,0 N oraz
4,0 N. Niektore uzyskane przebiegi sa pokazane na rys. 4.12. Do ich analizy pomocna jest
informacja o wtasnych parametrach dynamicznych uktadu — na podstawie (4.16). Na przyktad,
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okres drgan rzeczywistych rozpatrywanego ukladu w warunkach liniowych mozna okresli¢
nastgpujaco:

Tn:2—n=2n\/iz2n L3 _3 7555,
, k 4,2
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Rys. 4.12. Przebiegi predkosci x»(¢) (lewa strona rysunku) oraz trajektorii fazowej x> = f{x;)
(prawa strona rysunku), dla réznych warto$ci amplitudy sity zewnetrznej F-
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T, _ 3755
Ji=¢2 1-0,0199

natomiast okres drgan rzeczywistych: 7, = =3,756s,
uo 0,1
2Wk-m  2.4,2-1,5
Okres oscylacji zewnetrznej sity jest rowny:
2n  2n

T,=—=—=06,283s.
o 1

gdzie: (= =0,0199

Wida¢ stad, ze okres wymuszenia jest niemal dwa razy dluzszy od okresu drgan wiasnych
uktadu.

Wracajac do wynikow z rys. 4.12 wida¢, ze przy stosunkowo matym udziale wymuszenia
zewnetrznego, okres uzyskanych oscylacji jest zblizony do rzeczywistego okresu drgan wia-
snych uktadu T, (goérny rysunek). W miare wzrostu amplitudy sity F~, okres jej powtarzania (7%)
zaczyna dominowa¢ w calym przebiegu (rysunek dolny). Mozna takze zauwazy¢, ze w miare
wzrostu sily zewnetrznej, uwydatniaja si¢ w przebiegach nieliniowos$ci zwigzane z ‘przykleja-
niem’ si¢ bloku m do tasmociagu, co jest takze obserwowane w portrecie fazowym modelu.

4.2.3. Modele tarcia z luzem

Jak wida¢ z powyzszej analizy, zjawisko tarcia jest reprezentowane w postaci modeli
nieliniowych. Ponadto, w wielu praktycznych przypadkach, tarcie jest skojarzone z
innym nieliniowym zjawiskiem, jakim jest luz, ktory jest najczesciej rozpatrywany,
jako luz w mechanicznych uktadach napgdowych. W przypadku tworzenia kompute-
rowych modeli ztozonych uktadow, wygodnie jest postugiwa¢ sie modelami elemen-
tarnych zjawisk fizycznych, jako submodelami bardziej ztozonych systemoéw. W tym
celu rozpatrzymy ponizej elementarne modele tarcia oraz luzu.

Podstawowe zjawiska tarcia oraz luzu mogag by¢ reprezentowane w postaci od-
dzielnych modeli komputerowych, ktorych charakterystyki sa prezentowane na rys.
4.13 [54].

y =luz(x,a) y =tar(x,a)

a) b)

- A i

y y /
/ ‘ 1
—a a >
X
A -
A

Rys. 4.13. Charakterystyki uproszczonych modeli luzu (a) oraz tarcia (b)

§<v
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Modele maja charakter uniwersalny i przedstawione zmienne moga reprezentowac
rozne wielko$ci fizyczne. W przypadku gdy odwzorowanie y = luz(x, a) reprezentuje
model luzu mechanicznego, to wspotrzedna x odnosi si¢ do przesunigcia, natomiast
wspotrzedna y odpowiada wartosci sity. W przypadku odwzorowania y = tar(x, a), y
takze reprezentuje sitg (sile tarcia), natomiast x odpowiada predkosci wzglednego
przesuwu dwoch cial. Wielko$¢ a jest parametrem modelu reprezentujacym tu site
potrzebng do pokonania tarcia statycznego. Przedstawione odwzorowania mogg by¢
reprezentowane w postaci nast¢pujgcych funkcji:

|x—a|-|x+a]

5 4.17)

luz(x,a,)=x+

tar(x,a,)=x+a, -s(x), (4.18)

1 gdy x>0,
gdzie: a2 >0, s(x)={se[-1,1] gdy x=0,
-1 gdy x<O0.

Te proste w interpretacji i praktycznej realizacji modele mogg stuzy¢ do reprezen-
tacji bardziej ztozonych zjawisk wystepujacych w réznych dziedzinach nauki i techni-
ki. Na rys. 4.14 sa pokazane przyktady niektorych przedziatami liniowych charaktery-
styk oraz funkcje, ktore je definiujg [54].

y =k luz(x,a) yv=k tar(x,%) y=kiluz(x,a,) — (k; — k)luz(x,a;)
A a) A b) A ©)
y Y / Y ky
k
/c a ki /1
—d 4 > > L .
/ X X / a, a X
k /“
k
y=x—luz(x,a) y=tar(x, a)) + (k| + kp)luz(x,a;) — (k) +1)x y=tar(x,a) —x
d) e) f)
A A A
y y

a k] Y
al|— k2 a ——

=y

a X

Rys. 4.14. Charakterystyki modeli powstatych na bazie odwzorowan luz() oraz tar()

y
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Elementy opisane tego typu funkcjami mozna spotkac jako elementy wykonawcze
w uktadach regulacji automatycznej, gdzie do weryfikacji stabilnosci catego uktadu
stosowane sg metody funkcji opisujacej [41]. Sa one tatwe do wykonania z zastoso-
waniem elektromagnetycznych lub elektronicznych przekaznikow.

Elementy nieliniowe o charakterystykach, jak na rys. 4.14, moga stuzy¢ do budowy
efektywnych modeli ztozonych uktadow napgedowych. Szczegdly ich praktycznego
zastosowania zalezg od przyjetych warunkéw odwzorowania parametrow badanego
uktadu dynamicznego. Rozpatrzmy ruch obrotowyn uktadu z rys. 2.6, ktéry zostat
zredukowany do jedynie do silnika oraz sprzggta. Zaktada si¢ wiec, ze moment silnika
M, skreca wat o kat %, przy czym y, = 0 (nieruchoma maszyna, M,, = 0). Na podstawie
rownan (2.11) - (2.13) otrzymamy nastepujace liniowe rownanie ruchu:

d*y
JY dtz

r

d7t L ky, =M, (1) (4.19)

+/Jyd

gdzie: M(t) jest momentem obrotowym dziatajacym na dany element; k. — wspot-
czynnik sprezystosci (sztywnosc) skretu y — biezaca wartos¢ kata obrotu uktadu; in-
deks y wskazuje na element uktadu skojarzony z katem y.

Uwzglednienie luzu oraz modelu tarcia nieliniowego prowadzi do nastgpujacej
modyfikacji zaleznosci (4.19) [55]:

M
d’ M, —kluz(y,,y,,) - p tar (%,—T’“O ) dla dd7/, # 0,
i Lo ! (4.20)
luz(M,(0) -k Juz(y,,7,,)s M5 ) dla %: 0,
t

gdzie: Mrxo jest momentem pochodzacym od oporéw suchego tarcia kinetycznego;
Mrso — maksymalny (graniczny) moment zwigzany z tarciem suchym; yo — warto$é
luzu katowego.

Z porownania (4.19) z pierwszym réwnaniem z (4.20) wida¢, ze liniowe zalezno$ci
w (4.19) zostaly odpowiednio rozszerzone w celu uwzglednienia sity tarcia statyczne-
go oraz luzu katowego zgodnie z nastepujgcymi relacjami:

’u“/ dl < ﬂrtar[%,%]; kr7/r A4 krluz(}/r’}/fo) (421)

Drugie réwnanie w (4.20) odwzorowuje moment potrzebny do pokonania tarcia sta-
tycznego przy rozruchu ukladu (nieliniowy model o zmiennej strukturze w ktoérym
pomijany jest moment zwigzany z tarciem wiskotycznym (lepkim)).

W celu budowy dynamicznych modeli ruchu w bardziej ztozonych uktadach, moz-
na rozpatrywac model (4.20) w odniesieniu do dwoch elementow sktadowych [54]:
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- model elementu obrotowego o momencie bezwltadnosci J, z tozyskiem o wspot-
czynniku tarcia wiskotycznego s :

& M, — p tar (d_oc’%) dla da #0,
da_ e p, dr (4.22)
dr’ da
luz(M,(0),M s, ) dla o 0,

- model elementu bezinercyjnego (sprzegla) z tozyskiem o wspolczynniku tarcia
wiskotycznego

do
yaE:IuZ(Ma(t),MTSOa), (4.23)

gdzie indeks « wskazuje na element o potozeniu katowym a.

Powyzsze zaleznosci rozniczkowe mozna zapisa¢ w postaci rownan stanu, korzysta-
jac z oczywistego podstawienia: da/df = w,, gdzie . jest predkoscia katowa. Kolejny
przykiad ilustruje wykorzystanie tego podejscia w odniesieniu do wirujacego systemu, o
strukturze zblizonej do uktadu napedowego prezentowanego w przyktadzie 2.2.

Przyklad 4.4. Sporzadzi¢ model nieliniowy i przeprowadzi¢ analiz¢ dynamiki ruchu
obrotowego ukladu, ktory jest pobudzany zewnetrznym momentem napg-
dowym M,(w), a w ruchu obrotowym wystepuje tarcie suche (przy rozru-
chu) oraz tarcie wiskotyczne. Schemat rozwazanego uktadu jest pokazany
narys. 4.15.

silnik obcigzenie

sprzegto
Rys. 4.15. Schemat dwumasowego uktadu napedowego

Zaklada sie, ze masa sprzegla jest do pominigcia (J; = J> = 0), jak rOwniez
opory w tozyskach po obu stronach sprzegta sa bardzo mate (z4 = 1o = 0).

Réwnania ruchu catego uktadu mozna wyprowadzi¢ przez zapisanie rownan dla kolejnych jego
elementoéw stosownie do zalezno$ci (4.22) oraz (4.23). Uzyskuje si¢ w ten sposob dosy¢ roz-
budowany zestaw rownan, ktéry mozna znacznie upro$ci¢ na podstawie przyjetych zatozen.
Zdajemy si¢ na wywody poczynione w pracy [54], ktore prowadza do uproszczonego zestawu
réwnan o nastepujacej postaci:
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dy, M d
Me(t)—,u,tar[ﬁj. TKr0 j_krmluZ(V, -7, =), dla % #0,

2
J ddtVZ, _ \ (4.24)
d
tuz(M, () =k, z(y, = 7,7, = 7)o ) Mygo)  dla % -0,
dy, M d
o MO, tar[ﬁ,MJ k27, =7, (7, =7,00) dla =220,
J, —df;" = n (4.25)
tuz (M, (6)+ k, 0z(y, = 7,7, = 7)o s Mysno ) dla % -0,
gdzie:

-1
1 1 1

(7r_7m)0 :(}/r_}/l)0+(}/l _72)0+(7/2_7/m)07 krm :E_+_+ j >
k k12 k21m

rl
Jr, Ju — odpowiednie momenty bezwladnosci;

% — kat obrotu, dy. /dt = @, 1 odpowiednio dla pozostatych indeksow;

%0 — luz katowy (dla r-tego i pozostatych elementow);

kr, ki2, kom, — wspOtczynniki sztywnosci elementow wskazywanych indeksami (pomigdzy
odpowiednimi weztami);

My, L1, L0, Ly - WSpOtczynniki tarcia wiskotycznego (thumienia) w odpowiednich tozyskach;
Mk — moment tarcia suchego kinetycznego w r-tym elemencie;

Mrso — warto$¢ maksymalna momentu tarcia suchego statycznego w r-tym elemencie.

W powyzszym modelu o zmiennej strukturze wygodnie jest przyja¢ nieco zmodyfikowany
warunek przelaczania struktury modelu przez wprowadzenie matego parametr ¢ rozgraniczaja-
cego oba obszary dzialania: [dy/df| > goraz |dy/df| < &

W celu poréwnania dynamiki rozwazanego uktadu z wynikami uzyskanymi w przyktadzie 2.2
przyjmujemy z tego przyktadu podstawowe parametry uktadu:

J,=28kg'm?, J, = 47,72kgm?,

k1= 3000N-m/rad, k12, = 2200N-m/rad, k2,,, = 2000N-m/rad;

poslizg znamionowy: s, =0,0233, poslizg krytyczny si = 0,094;

moment obciazenia: M, =M, ((a)/a)])(1+kMa)/a)] )) , gdzie: Mo = 600,0N-m-s/rad, ky =

1,564;
znamionowy moment napedowy: M., = 2013,5N-m;

wspolczynniki thumienia: 4 = 0,045N-m s/rad, g, = 0,05N-m s/rad,
2pM Men

— < py= 2,14 (przecigzalno$§¢ momentem),
s/s, +s,/s

moment napedowy: M, =

poslizg przy najwigkszym momencie elektromagnetycznym s, =s, ( Dy Dy~ 1) .

Dla ujednolicenia, moment napedowy mozna okreslic w funkcji predkosci katowej, co po
uwzglednieniu zatozonych parametréw jest okreslony nastgpujaca zaleznoscig (model Klossa):
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2pMMen _ 2pMMen

M, =
s/s, +s,/s 601—&)+ (O

ws, o-o

W chwili rozruchu (@ = 0), M.(0) = 802,98N'm co powinno by¢ wicksze od sumarycznego
momentu tarcia spoczynkowego:

Me(o)_MTSrO _MTSmO >0

Przyjmujemy Mrs0 = 92N'm, Mrsn0 = 105N'm, co spelnia powyzszy warunek. Z warunkow
zadania wynika, ze: M, = M,s,, =0 (brak oporow w tozyskach sprzegla). Ponadto zakta-
damy state warto§ci momentow tarcia suchego kinetycznego: Myx,o = 75N-m, Mrgmo = 90ON-m.
Schemat modelu utworzonego w programie SIMULINK na podstawie rownan (4.24), (4.25)
jest pokazany na rys. 4.16. Modele obu elementéw uktadu: silnika oraz maszyny roboczej
(obcigzenia) sg potgczone poprzez wymiane informacji o chwilowych wartosciach katow .
oraz y, ekwiwalentnych wirujacych mas (rys. 4.15). Podstawowe przebiegi zwigzane z symu-
lacja sa przekazywane do przestrzeni Workspace programu, skad mozna je pobra¢ w celu spo-
rzadzenia odpowienich wykresow.

silnik .
F—
Iy
el_f=gam_r-gam_m N >, W
/ [t '
7 luz(x,MTSr0) omg_r|
) =

luz(x,gam_rmO) \f

Te_al/((omg1-u(1))/Te_a2+Te_a2/(omg1-u(1))) M_s

Moment silnika - model Klossa > D

tarcie_m 7 1> K Js
| — 1/Jm
—»Qp— luz(x,MTSmO) »omg_m
obcigzenie |
TmO0*(u(1)/lomg1)*(1+kM*u(1)/lomg1) [«

Moment obciazenia > D

Rys. 4.16. Schemata modelu uktadu dwumasowego

Niektore z tych przebiegéw sa pokazane na rys. 4.17. Pokazane tam wyniki symulacji przy
wsparciu schematu z rys. 4.16 pozwalaja zilustrowac zasad¢ dzialania rozpatrywanego modelu,
jak 1 zjawiska towarzyszace uruchomieniu napedu. Zauwazmy, ze pokazane krzywe odnosza
si¢ do pierwszej sekundy po zalaczeniu silnika. W czasie ok. 0,07s gwattownie rosnie moment
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napedowy silnika (M. - rys. 4.17¢c) powodujac rownie gwattowy wzrost predkosci katowej jego
wirnika (@, — rys. 4.17b)), niemal do wartosci predkosci synchronicznej . Na podstawie
charakterystyki momentu silnika indukcyjnego wiemy (rys. 2.7), ze w tym obszarze (@ — @)
szybko maleje moment silnika, co jest jaskrawo widoczne na rys. 4.17c. W tym czasie nastgpu-
je tylko niewielki ruch watu silnika, reprezentowany przez zmian¢ kata ., rys. 4.17a. Wirnik
silnika jest polaczony z watem maszyny roboczej (obcigzeniem) przez lekko elastyczne sprzg-
zenie (rys. 4.15), dzigki czemu w tej fazie rozruchu cz¢§¢ watu zwiazana z obcigzeniem, pozo-
staje praktycznie nieruchoma, co jest potwierdzone przez wartos¢ kata y,, rys. 4.17a. Wida¢
tam rowniez przyrost kata Ay, ktory wskazuje na rozchylenie katowe pomigdzy obu koncami
watu (ta krzywa na rys. 4.17a jest pokazana w stopniach katowych (°), co lepiej uwypukla
zachodzacy proces). Wartos¢ odchytki katowej Ay (z uwzglednieniem wspotczynnika sprezy-
stosci k) jest miarg momentu obrotowego przekazywanego pomigdzy silnikiem a obcigze-
niem). W modelu uktadu ta wielkos¢ jest oznaczona zmienng del f (rys. 4.16).

‘ | ‘ Kat f)brotu | ‘ | a) 10

30 ~
3 20

>0
/1,/// Vm
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Moment obrotowy 0)
T T T T T T

M., M, KkNm
S =N Wk W
\

Mm 1 1 1 1 1 1

0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
czast, s

Rys. 4.17. Wykresy poszczegolnych wielkosci podczas rozruchu uktadu

Model ten odnosi si¢ do podobnego uktadu, jaki byt analizowany w przyktadzie 2.2. W tym
przypadku uwzglednione zostaly niektdre zjawiska zwigzane z modelem tarcia nieliniowego
(tarcie spoczynkowe) oraz luzem w potgczeniach pomiedzy elementami uktadu. Model ten moz-
na tatwo uzupetnic¢ o uktad uwzgledniajacy sprezystosc sprzeggla: na podstawie (2.11) otrzymu-

jemy:

uw,w+kw(yr —}/m)z,uwAa)JrkwA}/ =M,

gdzie: A= ¥ ~Yn, AY= Vr —Vim.
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Model SIMULINK przedstawiony na rys. 4.16 (bez uwzglednienia sprezystosci sprzggla) zostat
umieszczony w pliku naped 2 mass 2.slx. Nalezy go uruchamia¢ z pliku na-
ped 2 mass_ start.m, w ktorym sa zapisane parametry modelu oraz dane do symulacji.
Modele uwzglgdniajace wspotczynnik sprezystosci sprzegla z4, umieszczono w podobnej parze
plikéw: naped 2 mass 3.slxoraznaped 2 mass_start3.m,

Analiza zjawiska tarcia jest zagadnieniem bardzo waznym w technice. Nalezy za-
uwazy¢, ze taczy sie ono nie tylko z potrzeba pokonania oporéow ruchu, ale w wielu
przypadkach zwigkszenie oporéw ruchu staje si¢ celem takich badan (w przypadku
uktadéw hamujacych, czy sprzggiel). Rozpatrywane modele sg stosowane do analizy
réznych systemow technicznych w transporcie, automatyce, czy mechatronice, ale
takze w tak zdawatoby si¢ odleglych dziedzinach, jak badanie obsuwajacych si¢ goro-
tworow, czy dynamiki zwigzanej ze zjawiskami towarzyszacymi trzesieniu ziemi.

4.3. Ruch falowy

Ruch falowy jest zwigzany z przemieszczaniem si¢ zaburzenia w przestrzeni. Jest on
zatem wywotany przez zaburzenie, ktore nastepnie, dzicki odpowiednim wiasciwo-
sciom osrodka, w ktorym powstalo, moze si¢ przemieszczac. Ruch ten jest zwigzany z
przekazywaniem energii. Ze wzgledu na forme przekazywania energii i sposob roz-
chodzenia si¢ drgan, w ogdélnym przypadku rozrdznia si¢ fale mechaniczne oraz fale
elektromagnetyczne®.

Praktyczny aspekt teorii fal jest bardzo wazny w technice (wystarczy wspomnie¢ o
akustyce, radiotechnice, elektroenergetyce, transporcie przewodami rurowymi, czy
tas§mociggami) i we wszystkich przyrodniczych zagadnieniach dynamicznych, jak
trzgsienie ziemi, zjawiska ptywowe, czy biologia komorki zywego organizmu. Mode-
lowanie zjawisk zwigzanych z tymi procesami pozwala pozna¢ ich istote oraz uzyskac¢
mozliwos¢ ich nadzorowania w celu osiagnigcia pozadanych efektow w zakresie sta-
bilno$ci, optymalizacji, czy innych uzytecznych funkcji. Ponizszy materiat jest przy-
pomnieniem podstawowych zagadnien znanych z kursu fizyki, ktéry zostat dopetnio-
ny niektérymi praktycznymi przykladami.

4.3.1. Fale mechaniczne

Fale mechaniczne wystgpuja w przypadku, gdy zaburzenie przemieszcza si¢ w osrod-
ku, ktory wykazuje cechy sprezystosci, jak: woda, metal, powietrze. Drgania wywota-
ne zaburzeniem sg przekazywane do sgsiednich elementow struktury materialu (sg-
siednich czgsteczek), co powoduje rozprzestrzenianie si¢ fali. Ze wzgledu na charakter

24'W 2015 roku potwierdzone zostalo takze wystepowanie fal grawitacyjnych, jednak nie sg
one tutaj przedmiotem naszego zainteresowania (GUBSER S.S., PRETORIUS F., Czarne
dziury bez tajemnic. Proszynski i S-ka, Warszawa 2018).
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tego zjawiska, rozréznia si¢ fale podtuzne oraz fale poprzeczne. W pierwszym przy-
padku drgania wytepujag w kierunku rozchodzenia si¢ fali (np. fale akustyczne), nato-
miast fala poprzeczna charakteryzuje si¢ drganiami, ktére zachodza prostopadle do
kierunku jej rozprzestrzeniania si¢ (drganie struny). Moga takze wystapi¢ fale o cha-
rakterze mieszanym (fale w wodzie, gdzie na powierzchni mamy do czynienia z fala-
mi poprzecznymi, a w gtebi wody wystepuja tylko fale podtuzne). Latwo zauwazy¢,
ze w modelu ruchu falowego, oprocz zmiennej niezaleznej, ktora reprezentuje czas
(jak w przypadku drgan), wystepuja takze zmienne niezalezne, reprezentujace wspot-
rzgdne przestrzeni. W najprostszym przypadku bedzie to jedna wspotrzedna, na przy-
ktad, gdy rozpatrywany jest ruch drgajacej struny w instrumencie muzycznym (przy
zaniedbaniu proceséw zachodzacych w przekroju poprzecznym samej struny).

Model fali mechanicznej taczy dwa rodzaje ruchow: drgania oraz przesunigcia w
przestrzeni. W celu utworzenia odpowiedniego modelu fali mechanicznej podtuzne;,
rozpatruje si¢ zazwyczaj uproszczony tancuch N szeregowo potgczonych komodrek
ztozonych z jednakowych elementow k (spre¢zyna) oraz m (masa), z pominigciem ma-
sy sprezyny oraz efektow zwiazanych z grawitacjg, jak na rys. 4.18 [17]. Skrajne spre-
zyny s3 jednym koncem zamocowane do nieruchomej $ciany. W stanie ustalonym,
odlegtos¢ b pomigdzy poszczegdlnymi masami m jest stata. W tym stanie, odchylenia
poszczegdlnych mas od punktow rownowagi sg rowne zero: u; = 0, i =1, 2, ..., N.
Punkty zamocowania calej konstrukcji sg nieruchome: uo = uy+1 = 0.

Rys. 4.18. Schemat uktadu do analizy fali mechanicznej podtuzne;j

W przypadku zewnetrznego pobudzenia ktorejkolwiek z mas przez odchylenie jej
od punktu rownowagi, rozpocznie si¢ ruch falowy. Drganie masy i-tej komorki mozna
opisa¢ zaleznoS$cig (2.4) z pominigciem wspotczynnika oporow:

d’u, K K K
a7 = _ﬁ(ui Ui )_ ﬁ(“ —U ) = H(“m —2u; + ui—l) (4.26)
Zauwazmy, ze wielkos¢ u; jest ciagly funkcjg wzgledem czasu ¢ oraz dyskretng funk-
cja wzgledem odlegtosci x; = b-i, i =1, 2, ..., N. W tym ostatnim przypadku, wyraze-
nie w nawiasie ostatniej rowno$ci (4.26) mozna polaczy¢ ze wzorem na dyskretna
posta¢ drugiej pochodng funkcji wzgledem odlegtosci:
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d? 1
;ﬁfﬂ <l =2, (4.27)

x=b-i

przy czym: uo = uy+ = 0.
Przechodzac do granicy podziatu struny o dlugosci / na N — « komorek, kazda o
dhugosci b — 0, otrzymamy ciagta postac zaleznosci (4.26):

ymLﬂ:#a%u@
o’ o’

, (4.28)

gdzie: v = Ll [m%*s’], F =k-b -naprezenie [N], p, =% - gesto$¢ liniowa [kg/m].
P
Zaleznos$¢ (4.28) jest znana jako rownanie falowe. Wida¢, ze wielko$¢ v jest predko-
$cig rozchodzenia si¢ fali, ktora jest zalezna od rodzaju fali oraz materialu, w ktorym
rozchodzi si¢ fala. Podana powyzej zalezno$¢ jest stosowana w odniesieniu do fali
poprzecznej, rozchodzacej si¢ w napietej strunie przy pominigciu strat (bez ttumienia).
W ogdlnym przypadku, predkos¢ jest definiowana przez nastgpujaca relacje:

oo czynglk spre;zystosm' (4.29)
czynnik bezwtadnosci

Oba te czynniki przybierajg forme stosowna do rodzaju medium i charakteru propaga-
cji fali. Na przyktad, w przypadku fali podtuznej w cieczy, sprezysto$¢ jest wyrazana
za pomoca wspotczynnika sprezystosci® B [Pa] (ang. bulk modulus), co prowadzi do
nastepujacej zaleznosci: v* = B/p,, gdzie p, jest gestoscia objetosci [kg/m®]. Przy po-
dobnej ocenie w odniesieniu do materiatow statych (stal, beton), korzysta si¢ z modutu
Younga®® E: v* = E/p,. W przypadku gazoéw zazwyczaj zaktada sie, ze ruch falowy jest
procesem adiabatycznym (bez wymiany ciepta z otoczeniem), zmieniajg si¢ natomiast
inne parametry, jak ci$nienie, temperatura, objetos¢. To powoduje, ze wspdtczynnik
sprezystosci zalezy od parametrow cieplnych gazu. Izotermiczny (przemiana przy
stalej temperaturze) wspotczynnik sprezystosci (objetosciowej) jest definiowany na-
stepujaco [18]: Bs = xp, gdzie: x jest tzw wykladnikiem adiabaty: x = C,/C, (wiel-
ko$¢ niemianowana), C, — cieplo wlasciwe gazu przy staltym cisnieniu, C, — cieplo
wlasciwe przy stalej objetosci, p - cisnienie. Wowczas, predkos¢ propagacji fali
dzwigkowej: v’ = xp/p,, p — ciénienie.

Szczegblowe dane materialowe sktadajgce si¢ na zalezno$¢ (4.29) moga si¢ r6znié, w
zalezno$ci od charakteru medium, w ktéorym rozchodzi si¢ fala — a wiec takze w za-

25 Wspotczynnik sprezystosci jest miarg odporno$ci materiatu na deformacje objeto$ciows:
=—V{0p/oV) [Pa], V - obj¢tose, p - cisnienie.
26 Modul Younga jest wspotczynnikiem odksztalcenia liniowego (wspétczynnik sprezysto-
$ci podluznej materiatu), [N/m?], [Pa].
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lezno$ci od rodzaju fali. Jak wida¢, w przypadku fal podtuznych (w gazach, ptynach),
nalezy stosowac¢ wspotczynnik sprezystosci objetosciowej oraz ggsto$¢ objgtosciows
materiatu.

Rownanie (4.28) jest znane, jako rownanie czastkowe hiperboliczne. Jesli wspot-
czynnik v nie jest zalezny od czasu ¢, ani od odleglosci x, to mamy do czynienia z
roéwnaniem stacjonarnym. W przeciwnym przypadku bedzie to rownanie niestacjonar-
ne. Jesli natomiast parametr v nie zalezy od funkcji u(x,f), to jest to réwnanie liniowe
[53]. Dalej bedziemy si¢ zajmowac réwnaniami liniowymi, stacjonarnymi. Sg one
spetnione dla bardzo szerokiej klasy funkcji o postaci: u(x,f) = g(v), y = x £ vt, gdzie
funkcja g(v) musi spemia¢ warunek podwojnej rézniczkowalnosci wzgledem argu-
mentu y. Znak ‘+’ w reprezentacji funkcji y oznacza falg biegnaca w lewo (w kierunku
zmniejszajacego si¢ argumentu x), natomiast znak ‘—° odnosi si¢ do fali biegnacej w
prawo. W szczego6lnosci, przy harmonicznym pobudzeniu, funkcja g(y) bedzie repre-
zentowana przez sinusoide:

g(x,t)= Asin(z%(x vt + ¢)) = Asin(kx + ot + @) (4.30)

gdzie: A=v/f - dlugos¢ fali; f— czgstotliwos¢ (T = 1/f— okres drgan); = 2nf; k=2n/A
- numer fali (podobnie, jak numer harmonicznej); ¢ - faza poczatkowa.

Fala harmoniczna o postaci (4.30) daje sposobno$¢ do wygodnej ilustracji podsta-
wowych wielkosci odnoszacych si¢ do modelu fali (rys. 4.19). Rysunki wykonano dla
nastepujacych parametrow: 4 = 1 m, ¢ = /5, A = 6,28 m, f = 5 Hz. Wynika stad, ze
predkos¢ propagacji fali wynosi: v=A-f=31,4 m/s.

Rys. 4.19. Fala biegnaca: a) wzgledem odlegtosci x (¢ = 0), b) wzglgdem czasu ¢ (x = 0)

Przyklad 4.5. Obliczy¢ predkosc rozchodzenia sig¢ fali w trzech os$rodkach: powietrzu,
wodzie oraz stali, na podstawie danych materialowych umieszczonych w
Tabeli 4.1
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Tabela 4.1. Dane techniczne niektérych materiatow

wspotczynnik modut wyktadnik gestosc,
sprezystosci, Younga, adiabaty Pv
B E K
Pa Pa kg/m?
powietrze 1,42:10° 1,21
woda 2,2-10° 1000
stal 1,6:10!" 2,1-10" 7800

W zaleznosci od dostepnych danych fizycznych, predkosé rozchodzenia si¢ fali mozna okresli¢
na podstawie roznych szczegdtowych zaleznosci. W podanym przypadku postuzymy si¢ naste-
pujacymi zaleznosciami:

5
- powietrze: v = B _ 142-10° =342,6 m/s
P, 1,21
9

-woda: v= i: 2,2-10 =1483,2 m/s

o,V 1000

11
-stal: v= £ _ 2110 =5188,7 m/s
o, V7800

Zaktada sig, ze we wszystkich rozpatrywanych przypadkach mamy do czynienia z fala podtuz-
na, co w przypadku wody oznacza falg wewnatrz czynnika.

Rownanie (4.28) mozna tatwo rozszerzy¢ na wigksza liczb¢ wymiarow. Na przy-
ktad, model fali w przestrzeni tréjwymiarowej przyjmuje nastepujaca forme:

82u(x,_;/,z,t) :V2 azu(x,)z/,z,t) + azu(x,']z/,z,t) + 62u(x,)2/,z,t) , (431)
ot ox oy oz

co mozna zapisa¢ w skroconej postaci:

0’u(x,y,2,1)

e =v*Vu(x,y,z,1), (4.32)

ou(x,y,z,t) N ou(x,y,z,t) N ou(x,y,z,t) ’
ox oy oz
%u(x,y,z,t) N *u(x,y,z,t) N *u(x,y,z,t)
o’ oy* oz* '

gdzie:  Vu(x,y,z,t)=

Vzu(x,y,z,t) =
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Stosowane sg tu nastgpujace przyjete oznaczenia operatorow réozniczkowania:
- operator nabla:

0 o0 0

V=—+—+— (4.33)
ox oy Oz
- operator Laplace’a (laplasjan):
2 2 2
L (4.34)
ox~ oy° Oz
Roéwnanie falowe (4.32) jest zazwyczaj zapisywane w nastgpujacej postaci:
2
Va(x,y.z.t) - L MBS 2D (4.35)

v or’

Istnieje wiele specyficznych zjawisk i charakterystyk zwigzanych z ruchem falo-
wym w roznych osrodkach, ktére odnosza si¢ do zastosowan technicznych w akusty-
ce, defektoskopii, sonografii, geologii, transporcie gazu lub materiatow sypkich i in-
nych. Niektore ogbélne omoéwienie tych zagadnien mozna znalez¢ w podrgcznikach z
fizyki [18]. Do powtorzenia podstawowych wiadomosci z tego zakresu mozna takze
korzystaé z notatek lub prezentacji do wyktadow?’.

W wielu praktycznych zagadnieniach, zwlaszcza zwigzanych z obliczeniami nume-
rycznymi, wygodnie jest analizowac rownania falowe w postaci uktadu rownan pierw-
szego rzedu. Jest to koncepcja podobna do sprowadzania rownan rozniczkowych zwy-
czajnych wysokiego rz¢du do uktadu réwnan zmiennych stanu (uktad réwnan pierw-
szego rzgdu). W przypadku réwnania (4.28) mozna dokona¢ podstawienia: w; = vy,
ktére prowadzi do nastgpujacej reprezentacji (4.28):

ou(x,t) . ow(x,t)

o Ox (4.36)
ow(x,t) y ou(x,t)
ot Ox

co mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
t 0 t
afutn] Jo v]a[uen]_, 37)
ot | w(x,t) v 0|ox| w(x,t)
Jak wida¢, wystepuje tu rozdzielenie funkcji dwoch zmiennych niezaleznych u(x,f) na

dwie funkcje, z ktorych pierwsza jest zalezna od czasu ¢ przy ustalonej wartosci odlegto-
$ci x: ux(f), natomiast druga: w,(x) jest funkcja wzgledem odleglosci przy ustalonej war-

27 http://www.ifpan.edu.pl/ON-2/on22/modernoptics/lectures/notatki/02fale print.pdf
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tosci czasu. W og6lnym przypadku, po prawej stronie réwnania (4.37) moze sta¢ wymu-
szenie (wartos¢ stata lub funkcja), co decyduje o niejednorodnosci rownania. Podobne
podejscie mozna takze stosowa¢ w odniesieniu do modeli fal rozprzestrzeniajacych si¢
w $rodowisku o wigkszej liczbie wymiarow.

Ze zjawiskami falowymi tacza si¢ znane z fizyki terminy, jak: predkos$¢ rozcho-
dzenia si¢ modulacji, czyli predko$¢ grupowa (odpowiada predkosci przenoszenia
informacji i energii przez fale¢), odbicie lub zatamanie fali, interferencja fal i inne.

4.3.2. Fale elektromagnetyczne

Fale elektromagnetyczne nie wymagaja zadnego medium, gdyz ich propagacja zacho-
dzi rowniez w prozni. Model matematyczny tych fal taczy si¢ bezposrednio z rowna-
niami Maxwella®® opisujacymi pole elektromagnetyczne. Maxwell w publikacji z
1865 roku w genialny sposob potaczyt znane wowczas oddzielne prawa: Gaussa doty-
czace elektrycznosci (zwigzek pola elektrycznego z tadunkiem elektrycznym — pole
zrodtowe) 1 magnetyzmu (strumien indukcji magnetycznej przechodzacy przez za-
mknigtag powierzchnig jest rowny zero — pole bezzrodtowe), Ampera, okreslajace za-
lezno$¢ pola magnetycznego od pradu oraz zasade indukcji Faradaya (sita elektromo-
toryczna jest proporcjonalna do szybkosci zmian strumienia magnetycznego). Wyni-
kajace stad rownania falowe reprezentuja wzajemnie prostopadle fale elektryczne i
magnetyczne, ktore transportujg energi¢ pola elektromagnetycznego w okreslonym
srodowisku lub w pustej przestrzeni (prézni). W tym ostatnim przypadku (przy braku
tadunku elektrycznego i bez obecnosci zrodet pradowych), réwnanie przestrzennej fali
elektromagnetycznej przyjmuje nastgpujaca postac [18], [69]:

2
C1 ngB (4.38)
VB=——,
o o

gdzie: E - natgzenie pola elektrycznego (V/m), B - indukcja magnetyczna (T), ¢ —
predkos¢ swiatla w prozni.

Szybkos¢ przeptywu energii przez jednostkowa powierzchnie plaskiej fali elektroma-
gnetycznej okresla wektor Poyntinga®’:

SzlExB, (4.39)
)7,

28 James Clerk Maxwell (1831 - 1879) — fizyk i matematyk szkocki.
2 John Henry Poynting (1852-1914) — fizyk brytyjski.
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gdzie: po prawej stronie wystepuja wzajemnie prostopadle wektory natezenie pola
elektrycznego E oraz indukcji magnetycznej B, natomiast wektor S (J/(m?-s) = W/m?)
jest prostopadly do obu tych wektorow, co oznacza, ze energia jest transportowana
zgodnie z kierunkiem rozchodzenia si¢ fali elektromagnetycznej; x# (H/m) - przenikal-
no$¢ magnetyczna, czyli podatno$¢ danego osrodka do zmiany indukcji magnetycznej
na zmiang natezenia pola magnetycznego™.

Sledzac rozchodzenie si¢ fali elektromagnetycznej tylko wzdhuz osi x, otrzymamy
zalezno$ci analogiczne do (4.28):

o)

*B. 1 0°B. O'E :
L y 2, (4.40)

1
v o ot v oot

przy czym, dla prozni:
E 1

=y=cC=
B, N Ho&o
gdzie:  E, —amplituda natezenia pola elektrycznego V/m,
B. — amplituda indukcji magnetycznej T,
1o =1,2566-10"° V-s/(A-m) — przenikalno$¢ magnetyczna prozni,
& = 8,8542-10"'2 F/m — przenikalno$¢ elektryczna prozni.

Energia transportowana przez fale elektromagnetyczne moze mie¢, z praktycznego
punktu widzenia, r6zny charakter, co ma zwigzek z zakresem czestotliwosci tych fal i
mozliwoscig ich wykorzystania. Mowimy wigec o przekazywaniu energii stonecznej,
energii cieplnej (na drodze promieniowania), przesyle energii elektrycznej, czy tez
ogolnie — o komunikacji za posrednictwem fal radiowych lub §wietlnych. Wprawdzie
fale elektromagnetyczne rozchodza si¢ promieniowo w przestrzeni, jednak mozna
stosowac rozne rozwigzania w celu ukierunkowania ich przesyhu (kierunkowe anteny
nadawcze lub odbiorcze, a takze falowody).

Do przesytu energii elektrycznej sa powszechnie stosowane linie elektroenerge-
tyczne. Dzigki dobrym wlasciwosciom przewodzenia metali, pole elektromagnetyczne
moze by¢ skupione w przewodzie i nieduzej od niego odlegtosci, co w znacznej mie-
rze pozwala pomina¢ przestrzenny charakter pola elektromagnetycznego. Model fali
elektromagnetycznej w takim przypadku mozna wyprowadzié, postugujac si¢ wielko-
sciami odnoszacymi si¢ do obwodu elektrycznego, w ktorym rozpatruje si¢ tylko je-
den wymiar przestrzenny zwigzany z dtugoscia linii (model dwuprzewodowej ‘jedno-
fazowe;j’ linii dtugiej - rys. 4.20 [40]).

=2,99792-10° m/s,

30 Na podstawie znanej zaleznosci: B = #H , wektor Poyntinga jest takze przedstawiany w
postaci: S = E x H, H — natgzenie pola magnetycznego (A/m).
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i) R'Ax L'Ax

u(x,t)

=0

0
x+Ax
Rys. 4.20. Schemat odcinka linii dtugiej

Wychodzac z bilansu napie¢ w utworzonym oczku oraz bilansu pradéw w wezle,
mozemy napisa¢ nastgpujace rownania:

w(x,0) = R'Ax-i(x, 1) + L'Ax 20D al(x D b u(x+Av.),
(4.41)

i(x,t) =G'Ax-u(x+ Ax,t)+ C'Ax +i(x + Ax,t),

au (x + Ax,t)
ot
gdzie: R', G', L', C' — jednostkowe parametry obwodu: rezystancja, przewodnos¢, in-
dukcyjno$¢ oraz pojemnos¢ w odniesieniu do jednostki dlugosci oznaczonej przez Ax.
Po podzieleniu réwnan (4.41) przez wielko$¢ Ax i przej$ciu do granicy: Ax — 0,
otrzymamy znane rownania falowe linii dlugiej z uwzglednieniem jej stratnosci:

_Ou(x,t) _ _ Rii(x t)+L'al(x ,1)

Ox ot (4.42)
_Oi(x,t) _ G+ 25D u(x,t) '

ox ot

Przez dodatkowe rozniczkowanie powyzszych réwnan, odpowiednio, wzgledem czasu
t 1 wzgledem odleglosci x, mozna wydzieli¢ z nich oddzielne réwnanie dla napiecia i
dla pradu:

2 2
Z—z‘zR'G'u+(R'C'+G’L’)Zz ’C’Zz,

X

> o (4.43)
5 =RGi+(RC'+GL) = +L'C"—
ox 8t Ot

Jak wida¢, oba rdwnania maja jednakowg strukture i reprezentuja fale: pradowa i(x,?)
oraz napigciowa u(x,t), biegnagce wzdhuiz linii. W ogdélnym przypadku fale te sg thu-
mione w zaleznosci od wartosci parametrow R', G, rozpraszajacych energi¢. Analiza i
numeryczne rozwigzywanie rownan o postaci, jak w (4.43) jest dosy¢ zlozone,
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zwlaszcza jesli rozpatrywana linia jest elementem wigkszego obwodu. Dazy si¢ zatem
do uproszczenia modelu linii, co polega na pomini¢ciu strat: R’ =0, G' = 0. Nie jest to
zazwyczaj przesadne uproszczenie, gdyz poprawnie zbudowana linia elektryczna be-
dzie si¢ z pewnoscia charakteryzowata dobra przewodnoscia podtuzng (mata rezystan-
cja R') oraz dobra izolacja (mata warto$¢ przewodnosci G'). Prowadzi to do rownan
linii bezstratne;j:

Fu_1ou_
ol Vo
Fi 1o e
ot Vv o ’

gdzie: v= jest szybkos$cia rozprzestrzeniania si¢ fali.
!

1
NL'C

Dodatkowa zaleta reprezentacji modelu fali w postaci (4.44) jest prosta, intuicyjna
analiza rozchodzenia si¢ fali bezstratnej. Jesli zatozy¢, ze w dowolnym punkcie linii
fale biegnaca u(x,f) mozna rozpatrywa¢ w postaci superpozycji dwoch fal poruszaja-
cych si¢ w przeciwnych kierunkach, to otrzymamy:

u(x,t)=u,(x—vt) +u,(x+vt), (4.45)

gdzie u,(x—vt) ma kierunek dodatni, a us(x+vt) — kierunek ujemny>'.

Podobna relacja odnosi si¢ takze do fali pradowej, przy czym, wygodnie jest przyjac
jednakowe kierunki pradow na obu koncach linii, wzgledem weztow wyznaczajacych
konce linii (rys. 4.21).

Yy =
AT

U uy

O——p 0O —
~
O— O

X
—

Rys. 4.21. Oznaczenie zmiennych w modelu linii dlugiej
Prowadzi to do nastepujacego zwiazku:

i(x,t) =i, (x—=vt)—i,(x+vt) = ZL(u” (x—vt)—u, (x+ vt)) , (4.46)
;

31 Podejscie to jest znane jako metoda charakterystyk [40].
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gdzie Zrjest impedancja falowa linii.
Warto$¢ impedancji falowej mozna okresli¢ przez podstawienie relacji (4.46) do pod-
stawowego rownania falowego linii bezstratnej, skad otrzymuje sie:
L 1
Z,=,— 4.47
r =\ (4.47)

Wielkosci odnoszace si¢ do obu kierunkow fal: u,(x—vf) oraz uy(x+vt) moga zostac
wyeliminowane, jesli zatozymy, ze fala wystana na poczatku linii o dtugosci / w chwi-
li 7 u(0—v(-7)), osiaggnie drugi jej koniec po czasie 7. u.(I-vr), skad: u.(—v(t-7)) =
uq(l—vt). Ponadto, na podstawie (4.45) oraz (4.46) otrzymamy:

u,(x—vt) =%(u(x,t)+Zfi(x,t)) (4.48)

W praktycznym zastosowaniu rozwazanego modelu linii mozna zrezygnowac z ciaglej
warto$ci zmiennej x, zakladajac, ze interesuje nas tylko rozwigzanie na obu jej kon-
cach: x = 0 (poczatek linii, indeks 1) oraz x = / (koniec linii, indeks 2) — rys. 4.21. Po-
wyzsze rownanie zapisane dla obu koncow linii daje nastgpujace relacje:

u,(0—v(t—1)) =%(u1 (x,t -1 +Zi (x,z‘—r))

(4.49)
u, (I —vt) = (u2 (x,0)+ Z i, (x,1) )
co ostatecznie prowadzi do naste;puj a,cych roOwnan:
ll(t)_ u, (1) - 7 uz(t ) =5, (1—1),
% / (4.50)
A (t) “2 (t) ”1 (t T) = (t T)
f f

gdzie 7= I/v — czas przejscia fali przez linig.
Model (4.50) moze by¢ tatwo zapisany w odniesieniu do dyskretnego czasu: # = kT

(T — dhugos¢ kroku symulacji), co jest przydatne do tworzenia cyfrowych (kompute-
rowych) modeli linii elektrycznej:

i (k)= — w(k)—z—uz(k m) i, (k —m),

“r / 4.51)

1
i (k) = uz(k)——u (k= m) =i, (k —m),
Zf Z.f
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gdzie m — liczba krokow symulacji odpowiadajacych czasowi 7 przejécia fali wzdhuz
linii: m = o/T.
Modelowi (4.50) odpowiada schemat elektryczny, jak na rys. 4.22, gdzie:
. 1 .
Ji = m) =~y (k= m) ~i (k=)
/ (4.52)

ok = m) =~ (k= m) — i, (k — m),
Zf

sg zrodtami pragdowymi, reprezentujgcymi historie stanu przejsciowego na przeciwle-

gtych koncach linii.

i) ix(k)

1 2
Jo(k=m)
ui (k) ‘ 1/Z; @ @ 1/Z; ‘ ur(k)

Rys. 4.22. Schemat zastgpczy dyskretnego modelu linii dtugiej

Latwo zauwazy¢, ze uzyskany model jednorodne;j linii jednofazowe;j jest niezwykle
efektywny numerycznie. Uproszczenie zwigzane z pomini¢ciem rezystancji linii moz-
na w duzej mierze w prosty sposob naprawi¢ przez umieszczenie w przedstawionym
modelu opornikow (model o parametrach skupionych) na obu koncach uzyskanego
modelu (rys. 4.23).

I hk R2 1 2 R2 gy 2
o——— }—o— —o—
uy(k) u'i(k) u'(k) us(k)

Rys. 4.23. Sposob uwzglednienia rezystancji w modelu linii dlugiej

Model z rys. 4.22 jest tutaj umieszczony pomiedzy weztami 1' — 2', natomiast dodane
oporniki powoduja spadki napieé, ktore tatwo uwzgledni¢ w koncowych rownaniach:



4. Modele procesow fizycznych 123

i (k)= Gf”1 (k) + jy (k —m),

) . (4.53)
b (k) =G u, (k) + j, (k —m),

gdzie:
il = m) = =G gty (k = m) = hy iy (k = m),

) ) (4.54)
Jo(k =m) = =Gy, (k —m)~ h,i, (k = m),
1 2Z.—R
G, = Jhy ="t —.
Z,+R/2 2Z,+R
W przypadku konieczno$ci bardziej dokladnej reprezentacji rezystancji w modelu
linii, omoéwiona korekta jest rozszerzana na wickszg liczbe odpowiednio podzielonych
rezystancji reprezentowanych modelami skupionymi [40]. Kolejne przyktady ilustruja
wykorzystanie tego modelu do symulacji standw przejsciowych w obwodach elek-
trycznych.

Przyklad 4.6. Korzystajac z modelu linii dlugiej (4.53), (4.54) przeprowadzi¢ symulacje
stanu przejsciowego w obwodzie z rys. 4.24 po zalaczeniu napigcia zasi-
lajacego. Przyjaé¢ nastepujace parametry: ey(¢f) = 180sin(100ns+n/3)kV, R
=2,5Q, Ry =250Q, R =0,04Q/km, L’ = 1,6-103H/km, C" = 1,05-10*
F/km, / = 160km.

R, R\ L C

0] Ry
l

linia dtuga

Rys. 4.24. Schemat obwodu z linig przesytowa

Rozpatrywany schemat moze przedstawia¢ typowy obwod odnoszacy si¢ do sktadowej zgod-
nej trojfazowej linii przesytowej 220kV (co jest reprezentowane linig jednofazowa), w ktorym
zastapiono rzeczywiste impedancje opornikami. Jesli w dalszej analizie skorzystamy ze sche-
matu zastepczego linii z rys. 4.23 z uwzglednieniem rys. 4.22, to schemat zastgpczy calego
obwodu nalezy przedstawi¢ w konwencji pradowo-przewodnosciowe;j: rys. 4.25a).

Schemat ten mozna tatwo uprosci¢ do postaci, jak na rys. 4. 25b), gdzie:

e, (k)

1 1 . .
G, :Gf+F’ G, =G, +R—, 1, (k,m)= j,(k—m)— , L (k,m) = j,(k—m).

s 0 s
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G) k) 2 a

1 2 b)
e, (k) X Ja(k=m) 1 L(km)
E@) | [ew || © - m(k)Gl ® © Gz )
' Jilk-m) ' Li(km)

Rys. 4.25. Schemat zastgpczy rozpatrywanego obwodu z linig dtugg (a), po uproszczeniu (b)

Na podstawie schematu z rys. 4. 25b) mozna okresli¢ sposob obliczania napigcia na obu kon-
cach linii:

Cnem) 1 (e ..
u (k) = G _Gl( R Ji(k m)j,
uz(k):_lz(k9m):_j2(k_m)'

GZ G2
Nastepnie mozna obliczy¢ prady na obu koncach linii:
i(k) = j,(k—m)+ G_/u1 (k) ,

L(k)=jy(k—m)+Gu, (k).

Zauwazmy, ze powyzsze rOwnania napigciowe i pradowe w obu weztach (na obu koncach
linii) sa wzajemnie uzaleznione przez prady i napiecia przesylane z przeciwleglego konca, w
postaci tych wlasnie wartosci napiec i pradow, przesunigtych w czasie o liczbe probek m. Do
imitacji tego procesu nalezy w programie komputerowym zorganizowac¢ odpowiednie rejestry
przesuwne, ktore odtwarzaja przesuwanie si¢ fali wzdtuz linii. Dhugo$¢ tych rejestrow (m ko-
morek pamieci) zalezy od czasu propagacji 7 fali wzdtuz linii oraz przyjetego kroku modelo-
wania 7. Jak widaé, wybor dhugosci kroku modelowania 7 musi by¢ uzgodniony z czasem
przejscia fali wzdhuz linii, aby nie wystapil zbyt duzy btad zaokraglenia wartos$ci m:

m = round (%] =round (Lj = round(l LTC j - liczba catkowita.

Tv

Do analizy wynikéw symulacji z zastosowaniem omawianej procedury zostal opracowany
program Przyklad 4 S5a.m, gdzie mozna przesledzi¢ szczegoly dokonywanych obliczen
parametrow i prowadzonej symulacji.

Obliczmy podstawowe parametry modelu:

V= ! =2,4398-10°m/s,

NL'C

L '
Z, =, /6 =390,36Q - impedancja falowa linii,
R, =IR=6,4Q - rezystancja linii,
G, = S 0,0025S - przewodno$¢ wypadkowa linii,
Z . +R, /2

S
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2Z,-R
;= —F " 1-0,9837 - wspolczynnik udziatu impedancji falowej,
T 2Z,+R

W programie przyjeto 7'= 4,0-10-S5s, co daje dtugos¢ rejestrow: m = round (TL) = 16 krokow
v

symulacji. Zaktada si¢ zerowy stan poczatkowy linii.

Przebiegi pradow i napig¢ na obu koncach linii sa pokazane na rys. 4.26, przy czym, na rys.
4.26a) sa pokazane przebiegi tuz po zalaczeniu zasilania wzgledem czasu wyrazonego w okre-
sach propagacji fali wzdtuz linii: #/7 = t/(mT), gdzie 7= 0,66ms. Wida¢ efekt transportu sygna-
16w napigciowych i1 pradowych: prad i 1 napigcie u» pojawiajg si¢ na koncu linii po jednym
okresie propagacji, natomiast oddzialywanie obcigzenia na prad strony pierwotnej i; pojawia
si¢ dopiero po powrocie odbitej fali na poczatek linii. Te same przebiegi w dtuzszym okresie sg
pokazane na rys. 4.26b). Wida¢, ze napigcie u; na koncu linii ma nieco mniejsza amplitudg i
faze w stosunku do napigcia u;, co wynika ze spadku napigcia na linii wywotanego pradem
obciazenia oraz pradem pojemnos$ciowym linii. Prad i, ma przeciwng polaryzacje w stosunku
do i1, co jest zwigzane z przeciwnym kierunkiem strzalek pradu na obu koncach linii (rys.
4.25).

2

7 [ :
i ‘ i < 3 0,5¢
2 é - Q
Sosh L o155 3
2 2 =
g o] 0 E Eo

|, i
—0.5 L 4»-4.‘%,,“ — 70,5 E
71 | 71
0 1 2 3.4 5 6 7
mT

Rys. 4.26. Przebiegi pradéw i napig¢ w modelu symulacyjnym

Przez zmiang rezystancji obciazenia Ry, mozna za pomocg tego modelu analizowa¢ warunki
pracy linii nieobcigzonej (bardzo duza wartos¢ Ro) lub zwartej na koncu (mata warto$¢ Ry).

Podejscie prezentowane w powyzszym przyktadzie moze by¢ tatwo rozszerzone na
modele obwodu z elementami reaktancyjnymi. W takim przypadku nalezy zastosowac
ich dyskretne modele. Rozwazmy prosty przypadek, gdy obcigzenie w przyktadzie 4.6
jest reprezentowane w formie gatezi RL (rys. 4.27a).
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i) R I a) i b) i) ©)
Jk=1
-—  — . G
ug(?) ur(?) I!@D J=1) u(k) .
) (o) G

Rys. 4.27. Model galezi RL: ciagly (a), dyskretny pradowy (b) dyskretny napieciowy (c)

Dla modelu ciaglego napiszemy:

u(e) = Rit) + LYO | (4.55)
dt
' diy R, 1
lub: — =0+ U =10 (4.56)

Numeryczne rozwigzanie powyzszego rownania moze by¢ okreslone nastepujaco:

i(t,)=i(t, -T)+ j f(rdt (4.57)

k

Jesli catke w (4.57) przyblizy¢ za pomoca pola trapezu, to otrzymamy:
. . T
it,) =i, _T)+5(f(tk -1+ f(4)) (4.58)

Po zamianie funkcji f{#x) zgodnie z (4.56) oraz wykonaniu prostych przeksztatcen,
uzyskamy dyskretny model gatezi RL (i(t)—i(k), tr = Tk — k):

i(k) = Gu(k)+ j(k-1), (4.59)

. T . : 2L—-RT

gdzie: G = L+ RT Jk=D)=hyi(k-1)+Gu(k-1), h,, = LT RT

Schemat zastepczy obwodu, odpowiadajacego zaleznosci (4.59) jest pokazany na rys.
4.27b). Jest to model dyskretny pradowy gatezi RL skojarzony z metodg trapezow.
Proste przeksztalcenie zaleznosci (4.59) prowadzi do schematu modelu dyskretnego
napieciowego - rys. 4.27¢), przy czym, zachowano oznaczenia poszczeg6lnych ele-
mentéw z rys. 4.27b). W podobny sposdb mozna uzyska¢ modele dyskretne innych
galezi sieci, roOwniez z elementami pojemnosciowymi. Sposdb wykorzystania tych
modeli jest pokazany w kolejnym przyktadzie.

Przyklad 4.7. Przeprowadzi¢ symulacje stanu przejsciowego w uktadzie z przyktadu
4.6, zaktadajac, ze w charakterze obciazenia wystepuje gataz RL o naste-
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pujacych parametrach: Ry =225 Q, Ly = 0,3469H (rys. 4.28). Pozostate
parametry — jak w przyktadzie 4.6.

R, R L, C' R

e(?) Lo
/

linia dtuga

Rys. 4.28. Schemat obwodu z linig przesytlowa i obcigzeniem RL

Po uwzglednieniu dyskretnego modelu obcigzenia w formie gatezi RL, otrzymamy schemat

zastepczy ukladu, jak na rys. 4.29. W kolejnym kroku mozna upro$ci¢ ten schemat do postaci,
jak na rys. 4.25b), przy czym:

g 2L, +R,T’ R

s

>

Gl =G/,+RL’ G2 :Gf+GO7 GO :L Il(k’m)zjl(k_m)—eS(k)

) _ 2L —RT
L(k,m) = jy(k=m)— jy(k=1), jo(k=1) = hyfy (k =1) = Gyu, (k =1), hy ==—"—"—

2L, +R,T
Pozostate wielko$ci sg obliczane, jak w przyktadzie 4.6.
L k) (k) 2
Ja(k=m)
| © @[ O) o
j](k*m) ]O

Rys. 4.29. Schemat zastgpczy rozpatrywanego obwodu z obcigzeniem RoLo

Na podstawie schematu z rys. 4.25b), z uwzglednieniem szczeg6tow z rys. 4.29, mozna okre-
§li¢ sposob obliczania napigcia na obu koncach linii:

_—Il(k,m)_i es(k)_ .

u, (k) = G, —Gl[ R Ji(k m)):

- Laem) =D G=m).
G2 G2

Warto$¢ pradu jo(k—1) nalezy oblicza¢ na podstawie wartosci pradu i»(k—1) oraz napigcia ux(k—
1) z poprzedniego kroku. Nastgpnie mozna obliczy¢ prady na obu koncach linii:
i (k) = j,(k—m)+ Gful (k) ,

i,(k) = j,(k —m)+ G u, (k).

Pozostate parametry odnoszace si¢ do modelu linii nalezy oblicza¢, jak w przyktadzie 4.6.
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Niektore wyniki symulacji stanu przejsciowego zwigzanego z zalaczeniem napigcia zasilajace-
go przy zerowych warunkach poczatkowych sg pokazane na kolejnych rysunkach.

Przebiegi napig¢ i pradéw na obu koncach linii bezposrednio po zatgczeniu zasilania sa poka-
zane na rys. 4.30. Mozna zauwazy¢ istotng zmiang w stosunku do rezultatéw uzyskanych w
modelu z obcigzeniem rezystancyjnym (rys. 4.26). Widaé, ze gwaltowne zmiany pradu zwig-
zane z przejSciem fali na drugi koniec linii wywotuja duze zmiany napigcia na obcigzeniu z
udziatem indukcyjnosci (rys. 4.30a)). To, w efekcie, wywotuje takze gwaltowng zmiane fali
powrotnej (prad i1). Zmiany te sg z czasem tlumione i kolejne fale sa mniej gwattowne. Wida¢
to wyraznie w nieco dhuzszym przedziale czasowym stanu przejsciowego — rys. 4.30b).

Mozna sprawdzié, ze intensywno$¢ obserwowanych oscylacji i stopien ich thumienia zalezy od
udziatu indukcyjnosci w impedancji obcigzenia, czego miarg jest wspotczynnik mocy:

R . . . .
cos(p) = Z_O , gdzie: Z, = \/Roz +X. = \/Roz +(wL,)* ,  — kat pomiedzy pradem i napigciem na
0
obcigzeniu, w = 2af'= 100x. Dla przyjetej wartosci indukcyjnosci: Xo = 109Q oraz cos(¢)=0,9.
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Rys. 4.30. Przebiegi pradow i napi¢¢ w modelu symulacyjnym z obcigzeniem RoLo

W rozwazanym modelu przyjeto, ze warto$¢ impedancji obcigzenia Zj jest rbwna rezystancji
obcigzenia Ry z przyktadu 4.6, co sprawia, ze w obu przypadkach warto$¢ obcigzenia (w zakre-
sie amplitudy) jest taka sama.

Szczegbdly symulacji omawianego uktadu mozna przesledzi¢, korzystajac z programu Przy-
klad 4 5b.m, gdzie mozna tatwo zmienia¢ parametry obwodu.

Charakterystyczng cechg przedstawionego modelu linii dlugiej jest rozdzielenie ca-
lego rozwazanego obwodu na dwie czesci, ktore sa polaczone linig z opdznieniem, co
pozwala w kazdym kroku modelowania niezaleznie rozwigzywa¢ obwody zwigzane
ze schematami zastgpczymi na obu koncach linii. Dzi¢gki temu mozna redukowac roz-
miar zadania, rozumiany jako liczba wzajemnie powigzanych rownan modelu. Takie
rozwigzania sg stosowane rowniez przez umieszczenie fikcyjnej linii dlugiej z opdz-
nienie o jeden krok modelowania w celu rozdzielenia ztozonego zadania na mniejsze
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czesci lub przez odseparowanie modelu nieliniowego od gtownego modelu z elemen-
tami liniowymi. W ten sposob, model nieliniowy moze by¢ rozwigzywany autono-
micznie z zastosowaniem odpowiednio dobranej procedury (na przyklad procedury
iteracyjnej) bez angazowania rownan calego ztozonego modelu.

W przypadku analizy stanu ustalonego w linii dlugiej mozna si¢ postugiwac jej
uproszczonym modelem, w ktorym pochodne czgstkowe sg zamienione przez zwykle
pochodne. Jesli zalozy¢, ze rozpatrujemy lini¢ jednorodng (parametry wzdtuz linii nie
zmieniajg si¢) dla harmonicznych przebiegéw napiecia i pradu (przebiegi sinusoidal-
nie zmienne o pulsacji @), otrzymamy znane réwnania telegrafistow>=:

2

Cclix%] ~ru=o

- (4.60)
. 2

E-pI=0,

dx* -~

gdzie: y= a+ jf - stata propagacji fali, « - stata ttumienia (Np/km)*®, S - stala fazowa
(rad/km); U= U(x, jw), I = I(x, jo) sa wektorami, odpowiednio, napigcia i pradu.
Wielkos$ci zespolone w (4.60) reprezentujg wektory (fazory), odpowiednio, napigcia i
pradu o pulsacji @. Rachunek zespolony, wprowadzony do elektrotechniki przez Ch.
Steinmetza,** zrewolucjonizowat rozumienie zjawisk i obliczenia w zakresie obwo-
dow pradu przemiennego.

4.4. Przeplyw ciepla

4.4.1. A

4.4.2. B

In statu nascendi ...

32 Roéwnania te zostaty zaproponowane przez fizyka i inzyniera brytyjskiego Oliwiera He-
aviside’a (1850 — 1925).

33 Np (neper) jest jednostka ttumienia (podobnie, jak dB) i odpowiada mu zmiana warto$ci
amplitudy sygnatu w stopniu e = 2,718...; 1 Np = 8,686 dB.

34 Charles Proteus Steinmetz (1865-Breslau (Wroctaw) — 1923-New York) — matematyk i
elektryk amerykanski.
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4.5. Przepltyw plynu

4.5.1. A

4.5.2. B

4.6. Zadania

4.1. Poda¢ zasadnicza réznice w modelach tarcia suchego i lepkiego. Jak ta réznica uwidacz-
nia si¢ w przebiegach przesunigcia?

4.2. Korzystajac z programu Przyklad 4 5a.m, ktory zostat opisany w przyktadzie 4.6,
przeprowadzi¢:

a) analize symulacyjna procesu fadowania nieobcigzonej linii dlugiej; zatozy¢, ze rezy-
stancja obciazenia Ry = 1E6Q;

b) analiz¢ przebiegu pradow i napig¢ w obwodzie przy zwartym koncu linii; zalozy¢, ze
rezystancja obcigzenia Ry = 1E-6Q;

4.3. Korzystajac z programu Przyklad 4 5b.m, ktory zostal opisany w przykladzie 4.7,
rozszerzy¢ model impedancji Zrédta przez dodanie w szereg z opornikiem R; (rys. 4.28),
indukcyjnosci Ls. Opracowac stosowny model i odpowiednio skorygowaé program kom-
puterowy. Przyja¢ nastepujace wartosci dodanych elementéw: R, = 0,1Q, Ly = 0,02H.
Uwaga: aby unikng¢ dodawania kolejnego wezta w schemacie zastepczym modelu, moz-
na opracowac dyskretny model gat¢zi Ry Ls w formie napi¢ciowe;j (rys. 4.27¢), szumowac
napigcia: zrodla es oraz modelu impedancji j(k—1)/G i tak utworzong galaz z opornikiem
1/G zastapi¢ schematem pragdowym.

4.4. Rozbudowa¢ program Przyklad 4 5a.m, przez uzupehienie obcigzenia Ry rownolegle

do niego wlaczonym kondensatorem Cy. Dyskretny model galezi z réwnolegle potaczony-
mi elementami Ry Cy opracowac na podstawie wyprowadzonego modelu szeregowej galezi
RL (4.55) -(4.59). Uwaga: prad w rozpatrywanej gal¢zi z elementami potaczonymi rowno-
legle jest sumg pradow ptynacych przez opornik i kondensator.



S. MODELOWANIE NIELINIOWYCH SYSTEMOW
DYNAMICZNYCH

5.1. Wprowadzenie

Analiza systemow dynamicznych ma podstawowe znaczenie w technice. Ich modelo-
wanie jest by¢ moze zasadniczym sposobem poznawania otaczajacej nas rzeczywisto-
$ci 1 wyciagania stad stosownych wnioskoéw, zarowno, co do zachodzacych wokot
procesow, jak i ich wykorzystania.

Dynamika systemow jest odtwarzana za pomoca modeli zaleznych od czasu. W
ogo6lnym przypadku, czas moze by¢ reprezentowany w postaci ciaglej lub dyskretne;j.
W zaleznos$ci od tego, stosowne modele sa formutowane w postaci rownan réznicz-
kowych (czas ciagly) lub réwnan roznicowych (czas dyskretny). Historia rozwoju obu
tych gatezi dynamiki jest rdzna, co jest gtdwnie zwigzane z dostepnoscig odpowied-
nich narzg¢dzi analitycznych i obliczeniowych. Modele tworzone w oparciu o réwnania
roézniczkowe pojawily si¢ wraz ze sformutowaniem przez Newtona i Leibniza podstaw
rachunku rézniczkowego i catkowego, podczas, gdy szerokie zastosowanie modeli
dynamicznych czasu dyskretnego stato si¢ mozliwe wraz z rozwojem techniki mikro-
procesorowe;j.

W odniesieniu do systemow liniowych stosowane sg dobrze poznane, uniwersalne
narzedzia analityczne, ktore pozwalajg bada¢ ich stabilno$¢ oraz réznorodne charakte-
rystyki w dziedzinie czasu i czgstotliwosci. W przeciwienstwie do tego, narzedzia
badania systemow nieliniowych sg czesto ograniczone do scisle okreslonej grupy sys-
temow. Ponadto, w ostatnim czasie znaczng uwage zwraca si¢ na dynamiczne systemy
nieliniowe, ktdrych opis wykracza poza tradycyjnie stosowane podejscie. Do ich zro-
zumienia czg¢sto stosuje si¢ rozne techniki modelowania i symulacji. Krotkiemu prze-
gladowi tych wlasnie zagadnien poswigcony jest niniejszy rozdziat.

5.2. Systemy chaotyczne

Teoria chaosu pojawita si¢ jako gatgz teorii uktadow dynamicznych, a jej powstanie
faczy si¢ z nazwiskiem Poincarégo w zwigzku z jego analizg rownan dynamiki trzech
cial powigzanych grawitacyjnie [1]. Termin chaos oddaje tu generalng zasade odno-
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szaca sie¢ do systemoOw deterministycznych, mowiaca, ze cho¢ w takich systemach
przyszto$¢ mozna przewidzie¢ na podstawie stanu obecnego, to jednak w systemie
chaotycznym aproksymacja stanu obecnego nie przybliza jego przysztych stanow.
Problem ten wyraziécie pojawit si¢ w latach 60-tych XX wieku w pracach Lorenza®,
przy okazji tworzenia modeli do przewidywania prognoz meteorologicznych.

5.2.1. Rownania Lorenza

Roéwnania Lorenza sg zazwyczaj podawane w nastepujacej postaci [1]:

3 () =alya ()= (0)
Y1) = B () = y2 (1) = » (D) y3 (1) (5.1
V3 @) ==w3(0) + » (), (1)

Przy nastepujacych parametrach: a = 10, b = 28, g = 8/3 oraz przy warunkach po-

czatkowych: y1(0) = 0, »2(0) = 1, y3(0) = 5, uzyskuje sie rozwigzanie, ktérego przebieg
w uktadzie wspotrzednych yi, y», ¥3 jest pokazany na rys. 5.1.

40 20
2 »

Rys. 5.1. Rozwigzanie rownan Lorenza przy podanych warunkach poczatkowych

Rysunek 5.1 przedstawia wykres zmian y3; wzgledem y;, gdzie wida¢ charaktery-
styczne obszary ‘przyciagania’ rozwiazania, znane, jako dziwny atraktor Lorenza.

35 Edward Norton Lorenz (1917 — 2008), matematyk i meteorolog amerykanski.



5. Modelowanie nieliniowych systemow dynamicznych 133

Obszary te uktadajg sic w ksztatt skrzydel motyla, co obrosto legenda na temat mozli-
wosci przewidywania pogody w postaci tzw. efektu motyla: ‘trzepot skrzydet motyla
w puszczy amazonskiej wywotuje tornado w Teksasie’.

Baza do tworzenia takich anegdot sg nieoczekiwane wlasciwosci matematycznych
modeli systemow chaotycznych. Wbrew ich deterministycznej naturze, zachowujg si¢
w sposob nieprzewidywalny. Wida¢ to dobrze na podstawie analizy przebiegdw cza-
sowych w rozpatrywanym przyktadzie modelu Lorenza (rys. 5.3), gdzie nie sposob
znalez¢ powtarzajacych sie, przewidywalnych wzorcow.

Cechy uktadow chaotycznych:

— wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe;

— mieszanie: trajektoria ,,przeglada” wszystkie obszary przestrzeni fazowej i w kaz-
dym przebywa przez czas proporcjonalny do jego objetosci;

— sasiednie trajektorie zarowno oddalaja si¢ od siebie, jak tez powracaja dowolnie
blisko, nieskonczenie wiele razy;

— wystgpowanie atraktora, ktorym jest wyrdzniony stan ruchu w przestrzeni fazo-
wej, do ktorego zmierzajg pobliskie trajektorie; przy réznych warunkach poczat-
kowych, ewolucja dwoch identycznych systemoéw bedzie rosta z czasem, jednak
oba systemy pozostang w strefie atraktora.

Vs ! ! ! ! ! ! !
45 ' : : : : : :
40
35
30

25

0
—20 -15 -10 =5 0 5 10 15 »i

Rys. 5.2. Rozwigzanie rownan Lorenza: atraktor y3 = f{y;)
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50

Rys. 5.3. Rozwigzanie rownan Lorenza (przebiegi czasowe) przy podanych warunkach
poczatkowych

Dynamika uktadow chaotycznych charakteryzuje si¢ niepowtarzalnoscia i nieregu-
larnoscia drgan. Zjawiska takie moga wystapi¢ w nawet niezbyt ztozonych uktadach
nieliniowych o jednym stopniu swobody przy zewngtrznym wymuszeniu (uktady nie-
autonomiczne) lub w uktadach autonomicznych reprezentowanych réwnaniami roz-
niczkowymi trzeciego rzgdu.

5.2.2. Nieliniowy model Duffinga

Wrdéémy do rozwazanego w p. 3.3 rownania Duffinga w ogdlnej postaci (3.24). Roézne
wiasciwosci uktadow reprezentowanych za pomoca tego rownania mozna uzyskac przez
odpowiedni dobor jego wspotczynnikow. Obecnosé nieliniowego cztonu /¢ catkowicie
zmienia wlasciwos$ci rownania, gdyz teraz przedstawia ono uktad nieliniowy.

Na przyktad, dla wspdtczynnika sztywnosci £ > 0 uzyskuje si¢ model ‘sztywnej’
sprezyny, natomiast dla # < 0 otrzymujemy charakterystyki sprezyny ‘migkkiej’. W
przypadku przyjecia dodatniego znaku przy sktadniku an’x w (3.24), uzyskuje sie dwa
punkty w przestrzeni standw (x, x') o minimalnej energii, co tatwo zauwazy¢, rozpa-
trujac ustalong (niezalezng od czasu) wartos¢ sity w (3.24):

Fy(x) = —(J_r wpx + pc ) (5.2)

skad mozna wyznaczy¢ energi¢ potencjalng (przy zerowych warunkach poczatko-
wych):
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2.2 4
x| Px (5.3)
2 4

Vix)= —T Fy(x)dx ==
0

Przebiegi energii potencjalnej dla obu wartosci znakow stojacych przy wspotczynniku
(an)’ jest pokazany na rys. 5.4. Minimalne wartoéci energii wyznaczajg stabilne punk-
ty rozwigzania. Widaé, ze dla (an)* < 0 wystepuja dwa punkty stabilne oraz punkt
niestabilny w poczatku uktadu. Zauwazmy, ze wniosek ten jest zbiezny z kryterium
Lapunowa formutowanym w odniesieniu do systemow dynamicznych [41].

V)

\ a)é > 0//

Rys. 5.4. Przebiegi energii potencjalnej w zaleznosci od znaku wspotczynnika a)g

Ma to potwierdzenie w przebiegu trajektorii na ptaszczyznie fazowej, co ilustruje ko-
lejny przyktad.

Przyklad 5.1. Wyznaczy¢ przebiegi czasowe i trajektori¢ na ptaszczyznie fazowej dla
réwnania Duffinga przy nastepujacych parametrach: F = 0,0 (bez wymu-
szenia); 6= 0,0 (bez thumienia); (av)? = —1,0; przy warunkach poczatko-
wych: x(0) = 0,0; x*(0) = 0,001; wykona¢ kilka pomiaréw dla réznych
warto$ci x(0).

Do analizy nieliniowego modelu Duffinga zostata opracowana w jezyku MATLAB procedura
duff 1 rozwigzywania réwnania (3.24) z zastosowaniem funkcji ode45 (tekst programu
znajduje si¢ w Dodatku). Analizowane rownanie jest przedstawione w formie zmiennych stanu
(3.25).

Po wprowadzeniu zadanych parametréw i1 uruchomieniu symulacji, otrzymujemy trajektorie,
jak na rys. 5.5. Rysunek przedstawia calg seri¢ wynikow symulacji, ktore zostaty wykonane
przy roznych warunkach poczatkowych (zmieniana byta wartos$¢ x(0)) i nastepnie na siebie
nalozone. Mozna zauwazy¢, ze trajektorie przedstawiajg regularne krzywe zamknigte, co jest
wynikiem braku tlumienia oraz wymuszenia (uktad autonomiczny). Strzatkami zaznaczono
kierunki przemieszczania si¢ punktow trajektorii.
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Widaé¢ takze rezultat zalozenia: (an)? = —1,0, co prowadzi do wystgpienia dwoch punktow,
okreslajacych minima energii potencjalnej rozwazanego uktadu (rys. 5.4). Latwo takze zauwa-
zy¢, ze poczatek uktadu wspotrzednych fazowych jest punktem niestabilnym, na co wskazuja
kierunki trajektorii w tym punkcie (siodto). Pokazanym trajektoriom odpowiadajg takze regu-
larne przebiegi obu wspotrzednych w czasie: x(¢), x'(f), co nie jest tutaj pokazane.

W odniesieniu do procedury obliczeniowej natozone sg dosy¢ duze wymagania co do doktad-
nos$ci, gdyz w przeciwnym przypadku trajektorie tworzone w kolejnych cyklach nie beda si¢
pokrywaty. Kwesti¢ te regulujg parametry 'RelTol' oraz 'AbsTol', ktérym nalezy nadac
odpowiednie wartosci.

"/ PN
wll NN 7 /S
M(Q\\ [ [ r

-0.2 x(0)=-0,9, / \ \xu—
~0,4 \( 1 ./// \\ Y )
~0,6 \\ %(0)=—0,2 | x(0)=0,9 /

_0’§1,5 -1 0,5 0 0,5 1 1,5

X

Rys. 5.5. Trajektorie fazowe rownania Duffinga dla r6znych warto$ci poczatkowych

W przypadku przyjecia dodatniej wartoéci kwadratu pulsacji wilasnej: (@)’ = 1,0, funkcja
energii potencjalnej V(f) ma jedno minimum (rys. 5.4), co zmienia obraz trajektorii fazowej
systemu oraz samych przebiegéw czasowych. Wyniki symulacji rownania Duffinga dla przyje-
tych powyzej parametréw, po zmianie znaku wspotczynnika (av)?, sg pokazane na rys. 5.6.
Przyjeto warto$¢ poczatkowa: x(0) = 0,6.

Mozna zauwazy¢, ze w tym przypadku otrzymuje si¢ bardzo regularne odpowiedzi w dziedzi-
nie czasu oraz na plaszczyznie fazowej. Parametr ay ma bezposrednia interpretacje fizyczna:
jest to pulsacja wiasna uktadu, skad: Ty = 27t/ ax.
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Rys. 5.6. Trajektorie fazowe réwnania Duffinga dla (av)? = 1,0

Przy rozwazaniu pobudzanego nieliniowego uktadu Duffinga korzystamy z rowna-
nia (3.24) z wymuszeniem. W przypadku uktadu z dodatnig wartoécia parametru (ax)?,
otrzymujemy odpowiedz, jak w przykladzie 5.6. Nastepny przyklad ilustruje zacho-
wanie sie rozwiazania dla przypadku (ay)* < 0 z wymuszeniem.

Przyklad 5.2. Wyznaczy¢ przebiegi czasowe i trajektori¢ na plaszczyznie fazowej dla
réwnania Duffinga przy nastepujacych parametrach: F=0,8; 0=0,2; f=
0,07; (an)* = —-1,0; @ = 1,0. Przyja¢ nastepujace warunki poczatkowe: x(0)
=0,0; x"(0) = 0,001. Wykona¢ pomiary dla réznych wartosci F.

Stosujgc procedur¢ duff 1, wykonano obliczenia symulacyjne modelu Duffinga dla zatozo-
nych parametréow. Wyniki symulacji w formie przebiegdw czasowych obu zmiennych stanu
oraz trajektorii na ptaszczyznie fazowej, sg pokazane na rys. 5.7.

Mozna zauwazy¢, ze po zaniku poczatkowego stanu przejsciowego, przebiegi przyjmuja forme
oscylacji wokot jednego z punktow odpowiadajacych minimalnej energii potencjalnej uktadu
(w tym przypadku jest to punkt lezacy na dodatniej czgs$ci plaszczyzny wyznaczonej przez
zmienng x). Czestotliwo$¢ obserwowanych oscylacji ustalonych jest zwigzana z czgstotliwo-
$cig sygnatu wymuszajacego.
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Rys. 5.7. Odpowiedz czasowa (a) i trajektorie fazowe réwnania Duffinga (b) dla (an)?> = —1,0

6

Kolejna symulacja zostata wykonana dla nast¢pujgcych parametrow: F = 5,5; 6=0,5; f=2,5;
(an)* = -1,0; @ = 1,0 przy takich samych, jak powyzej warunkach poczatkowych. Wyniki sy-
mulacji sa pokazane na rys. 5.8. W tym przypadku nie jest obserwowany stan ustalony prze-
biegdw, co jest charakterystyczne dla zachowan chaotycznych. Obszary ‘przyciagania’ rozwig-
zania na portrecie fazowym sg zblizone do obu punktow minimalnej energii potencjalnej ukta-
du. W kazdym cyklu rozwigzania, jego trajektoria przemierza obszar pomigdzy obu charakte-
rystycznymi atraktorami, ksztatty zakreslanych sladéw nie powtarzajg sie.
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Rys. 5.8. Chaotyczne rozwigzanie rownania Duffinga

Uzyskane chaotyczne rozwigzania réwnan Duffinga nie maja bezposredniej inter-
pretacji w odniesieniu do pierwowzoru mechanicznego. Zauwazmy, ze dobrze znany
model nieliniowego mechanicznego ukladu drgajacego stat si¢ uzyteczny w innych
dziedzinach i przyczynit si¢ do wzrostu zainteresowania takimi zagadnieniami w ma-
tematyce [1, 5].
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5.2.3. Obwod Chua

Roézne pomysty prowadzace do zastosowania efektow chaotycznych w nauce i techni-
ce spowodowaty zainteresowanie fizyczng realizacja uktadow chaotycznych. Jednym
z przyktadéw takich uktadow jest elektryczny obwéd zaproponowany przez L. Chua®.
W oryginalnej formie ma on posta¢ schematu, jak na rys. 5.9 [8], gdzie dioda Chua N
jest uktadem elektronicznym o charakterystyce, jak na rys. 5.9b).

a)

ir R iR

L U ::Cz C]ZZ Ugr NR

Rys. 5.9. Obwdd Chua: schemat zastgpezy a) oraz charakterystyka diody Chua b)
Charakterystyka diody Chua moze by¢ opisana nastepujaca funkcja:
Gty dlauy| < E
ip = g(up)=1{Guy +(G, -G )E dlau, <-E (5.4)
Gy —(G, -G )E dlauy > E
Réwnania stanu rozpatrywanego schematu sg zwiagzane z trzema elementami groma-
dzacymi energie: L, C; oraz C; i maja nastgpujaca postac:
1

. 1

p=—\ury —up)—-—g(u
R RCl( 2 R) C g(ug)

. 1

Upy =—07 —— Uy —u 5.5
c2 C, L RCZ(CZ R) (5.5)

. 1

i, =——u

L LU

przy warunkach poczatkowych: uz(0), uc2(0), iz(0).
Rozwiazanie tych rownan dla nastgpujacych parametrow:
R=1,0/0,7 3,

3¢ Leon O. Chua, profesor elektrotechniki i informatyki na Uniwersytecie Kalifornijskim w
Berkeley, pionier w zakresie sieci neuronowych, uktadow chaotycznych i systemow nielinio-
wych, http://www.eecs.berkeley.edu/~chua/ .
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L=1,0/7,0H,
Ci=0,1F,
C,=2,0F,
G =-4,08,
G,=-0,18,
E=1,0V

oraz przy warunkach poczatkowych:

uR(O) = 4,0 V, ucz(O) = 4,0 V, iL(O) = 0,

prowadzi do charakterystycznej trajektorii, jak na rys. 5.10. Przebiegi uzyskanych
zmiennych stanu sg pokazane na rys. 5.11. Wida¢ wystgpowanie nieregularnych,
chaotycznych przebiegow.

W celu odtworzenia funkcji diody Chua proponowane sg rozne elektroniczne ukta-
dy. Jeden z nich jest pokazany na rys. 5.12. W literaturze mozna znalez¢ rdézne zbiory
parametrow tego obwodu, na przyktad [24]:

R=1,33kQ, R1=46,2kQ, R, =3,3kQ,
L=28,2mH, R3=33kQ, R4=46,2kQ,
Ci=5,5nF, Rs=1,25kQ, Rs=300,0 Q,
C>=50,0 nF, R7=300,0 Q.

25
20
15
10

i, A

Rys. 5.10. Przebieg trajektorii iz(ur)
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250

—Vee

Rys. 5.12. Schemat uktadu Chua

+Vee

W literaturze mozna znalez¢ praktyczne wskazowki na temat wlasciwosci oraz fi-

zycznej realizacji obwodu Chua [8, 24, 38, 59, 60].
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5.3. Modelowanie nieliniowych ukladow dyskretnych

Rozpatrywane powyzej deterministyczne ciagle systemy dynamiczne sa opisywane za
pomoca rownan rozniczkowych. Zapis tych rownan w postaci dyskretnej prowadzi do
dynamicznych systeméw dyskretnych. Odpowiednie rdOwnania otrzymuje si¢ przez ich
dyskretna aproksymacje:

x:%zEZMZXk—Xk_I (56)
dt At t—(@-1)

Zachowanie si¢ systemow dyskretnych moze by¢ zupetnie odmienne od ich cigglych
oryginatow.

W charakterze przykladu rozpatrzmy system Rosslera®’ opisany nastepujacym
uktadem réwnan rézniczkowych [46]:

X=—-y-z
y=x+ay (5.7)

z=b+xz—cz

przy nastgpujacych parametrach: a = b = 0,2; ¢ = 5,7. Przebieg trajektorii z = g(x,y)
jest pokazany na rys. 5.13.

Rys. 5.13. Trajektoria z = g(x,y) ciaglego systemu Rosslera

37 Otto Rossler (1940 -), biochemik niemiecki.
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Dyskretna posta¢ rownan (5.7) moze by¢ zapisana w nast¢pujacej formie:

Xjp = Xp—1— h&Yk—l + Zk—lf
Vi = Vie—1 A\ +ayi (5.8)
Zk = Zk—l + h b+ akak_l —CZk_l)

Roéwnania (5.8) z parametrami, jak w (5.7) oraz & = 0,17, majg takze podobne wtasci-
wosci. W ogolnym przypadku, rownania dyskretnych modeli typu (5.8) maja nastgpu-
jaca postac:

Xy =X, +bxk_1(1—xk_1) (5.9)
co przy odpowiedniej zmianie parametru b moze by¢ zapisane nastgpujaco:
x, =bx, (1-x,,) (5.10)

Zalezno$¢ (5.10) jest nazywana rownaniem logistycznym (w nawigzaniu do wystepu-
jacego w tym réwnaniu przesunigcia, ‘transportu’). Dyskretne systemy logistyczne
charakteryzuja si¢ wystepowaniem punktéw bifurkacji’®, ktore zwigzane sa z gwal-
townym rozdwojeniem procesu, przy niewielkiej zmianie parametru b. Tego typu
charakterystyki sa przedstawiane na ptaszczyznie (b, x). Rozdwojone (rozchodzace
si¢) procesy charakteryzuja si¢ wyrazna ro6znicg amplitudy obu blizniaczych zjawisk
(rys. 5.14). Proces generacji diagramu bifurkacji jest pokazany na rys. 5.15.

1,0 I I I I

0,6

0,4

0,2 [ /

0,0 i i i 1
1,0 1,5 2,0 2,5 5 3,0 3,5 4,0

Rys. 5.14. Diagram bifurkacji

38 Yac. bifurcare — rozdwajaé, rozwidlag.
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Na rys. 5.15 mozna wyr6zni¢ poszczegélne przebiegi generowane zgodnie z zalezno-
scig (5.10), z uwzglednieniem stanu przejsciowego, ktory jest pominigty na rys. 5.14.
Roéwnanie logistyczne (5.10) ma sens, gdy odtwarzane wartosci x; pozostaja w prze-
dziale [0, 1], co ma miejsce dla0 < b < 1.

Cechg charakterystyczng zjawiska bifurkacji jest w tym przypadku podwojenie
czestotliwos$ci przebiegdw generowanych zgodnie z zalezno$cia (5.10) po osiggnigciu
przez parametr b odpowiednich wartosci: b = 3,0, 3,4494897, 3,5440903, ... W rezul-
tacie kolejnych zdwojen okresu oscylacji, czestotliwo$¢ generowanych drgan wzrasta
w kolejnym n-tym punkcie bifurkacji do wartosci 2", n =0, 1, 2, ... Towarzyszace tym
punktom warto$ci parametru b = b, stosujg si¢ do prawa Feigenbauma [46]:

. bnfl - bn
0 = lim 2=—"=4,6692016091... (5.11)

no® bn T Yn+l

Prawu temu podlegaja rdzne zjawiska bifurkacji. Efekt ten mozna takze obserwowaé
w uktadach wielowymiarowych opisanych roéwnaniami rézniczkowymi (patrz zadanie
5.3. na koncu rozdziatu).

Model logistyczny (5.10) jest stosowany do opisu wielu praktycznych zalezno$ci, w
szczegolnosci w biologii, w demografii, czy tez w ekonometrii (modele wzrostu).

1,0 ! ! 7
0,8
0,6

=

0,4

0,2

1,0 15 2.0 25 3.0 35 4.0

Rys. 5.15. Ilustracja generacji diagramu bifurkacji
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5.4. Identyfikacja systemow chaotycznych

Chaos, ze swej natury, trudno poddaje si¢ ogolnemu opisowi i uporzadkowanej klasyfi-
kacji. Wynika stad wiele szczegétowych sposobow identyfikacji chaotycznych zacho-
wan badanych uktadéow dynamicznych. Potrzebny jest jednak jaki$ analityczny wskaz-
nik, na podstawie ktdrego mozna odrézni¢ nawet bardzo nieregularne, acz niechaotycz-
ne zachowanie si¢ systemu od proceséw chaotycznych. Podstawowa miara takich za-
chowan jest tworzona na bazie teorii stabilno$ci Lapunowa, a ich ocen¢ rozwaza si¢ w
przestrzeni fazowej opisujacej badany system [48]. Mozna uzna¢, ze uklad jest chao-
tyczny, jesli sasiednie, poczatkowo bliskie trajektorie, oddalaja si¢ od siebie wyktadni-
czo. Jesli poczatkowa odleglos¢ rozwazanych trajektorii oznaczy¢ przez Axo, to z cza-
sem ta odleglo$¢ zmienia si¢ (wzrasta lub maleje) zgodnie z nastepujaca zaleznoscia:

Ax(r) = e* Axg (5.12)

gdzie A jest wyktadnikiem (wspotczynnikiem) Lapunowa.
Warunkiem chaotycznosci systemu jest dodatnia wartos¢ wyktadnika A.

Zauwazmy, ze relacja (5.12) ma bliskie powigzania z zaleznoscig (5.21), okreslaja-
ca odpowiedz uktadu zlinearyzowanego w poblizu punktu réwnowagi. Tym razem
interesuje nas proces oddalania si¢ (lub zblizania) trajektorii fazowych badanego ukta-
du. Poniewaz warto§¢ wyktadnika A zalezy od kierunku trajektorii oraz od wybrane;j
warto$ci poczatkowej, wigc nalezy moéwic¢ o spektrum wspotczynnikéw Lapunowa dla
danego systemu, a jego wymiar jest rowny liczbie wspolrzgdnych fazowych (liczba
réwnan systemu w postaci uktadu rownan pierwszego rzedu — rdwnan stanu). Zatem,
dla n—wymiarowego autonomicznego systemu, spektrum wyktadnikéw Lapunowa jest
okreslone przez zbior: A, i = 1, 2, ..., n. Zbioér ten mozna uporzadkowaé¢ wedtug ko-
lejnych wartosci [39]:

M2Ay 2.2, (5.13)

Maksymalna liczbowa warto$¢ wspotczynnika z tego spektrum: Ay = Apy charakte-
ryzuje maksymalng szybko$¢ separacji trajektorii systemu (ang. Maximal Lyapunov
exponent - MLE). Dodatnia warto§¢ wspolczynnikadi,, jest zazwyczaj przyjmowana,
jako miara chaotycznosci systemu (niekiedy takze inne warunki powinny by¢ spetio-
ne [30]). Zaktadamy wigc, ze warunek wystapienia chaotycznego stanu systemu (cha-
os deterministyczny) jest okre§lony nast¢pujaco:

A = g > 0 (5.14)

Wazng miarg chaotycznosci systemu jest takze liczba wyktadnikow Lapunowa, ktore
majg wartosci dodatnie. Je§li warunek ten jest spetniony dla wiecej niz jednego wyktad-
nika w spektrum (5.13), to moéwimy o systemie hiperchaotycznym (hiperchaos determi-
nistyczny). Przypadek taki moze wystgpi¢ w systemie o liczbie wymiaréw n > 4.
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Zauwazmy, ze wyktadniki Lapunowa maja bezposrednie odniesienie do stabilnosci
systemu. Wystapienie chaosu jest objawem lokalnej niestabilno$ci systemu, przy
czym, system moze by¢ w dalszym ciagu stabilny globalnie. W takim przypadku, w
trajektorii ruchu systemu obserwuje si¢ naprzemienne zachowania zwigzane z obra-
zem przebiegéw stabilnych oraz chaotycznych. Uklad jest stabilny globalnie, jesli
suma jego maksymalnych wyktadnikow Lapunowa ma wartos¢ ujemna [39]:

>4 <0 (5.15)

Obliczanie wyktadnikow Lapunowa wymaga zaangazowania zaawansowanych
metod numerycznych. Przesledzimy podstawowy tok postepowania, prowadzacy do
okreslenia spektrum wspolczynnikow Lapunowa. Rozwazmy pojedyncza trajektori¢
systemu, zwigzang z funkcja fx(¢)), na ktorej wybieramy dwa punkty, odlegle o war-
tos¢ Axo, przy czym w procedurze numerycznej ciagly czas w (5.12) zastgpujemy nu-
merem m kolejnej ewolucji (iteracji) wzdhuz rozwazanej trajektorii:

=7 o+ ) = £ (x0) (5.16)

Zgodnie z (5.12), wyktadnik zawierajacy wspotczynnik Lapunowa moze by¢ obli-
czany zgodnie z relacja:

Am=1In A%y, zln‘fm(xo-l_mo)_fm(xo)‘ (5.17)
Axg | Ax, |

Zauwazmy, ze ze wzrostem liczby iteracji m, wyrazenie pod znakiem logarytmu z
prawej strony (5.17) zbliza si¢ do wartosci pochodnej funkcji, skad juz tatwo uzyskaé
praktyczng formute:

= lim — Zln

m-—>o0 m

(5.18)

gdzie kolejne wartosci logarytmow sg usredniane z m iteracji.

W przypadku systeméw wielowymiarowych, zdefiniowanych za pomocg funkcji
f(x), pochodna funkc;ji jest okre§lona za pomocg jakobianu (5.19):

o™ (x)

J" =
(x0) ox

, (5.19)

X=X,

Na podstawie okreslonych w ten sposob pochodnych ukladu wielowymiarowego,
okreslana jest macierz kwadratowa:
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L(xy) = lim [J’”(XO) Jm(xo)H 2, (5.20)
m—>
ktorej wartoéci whasne A stuzg do obliczenia wyktadnikow Lapunowa®”:
Ai(xg) =In(4(x0)),i=1,2, ...,n (5.21)

Pomyst lezacy o podstaw nowoczesnych numerycznych metod obliczania wyktad-
nikéw Lapunowa polega na zastosowaniu do bazowego réwnania systemu (5.18) po-
dejscia wariacyjnego, w ktorym analizuje si¢ konsekwencje niewielkiego zaburzenia
trajektorii systemu D(xo) w danym punkcie poczatkowym xo, gdzie macierz zawiera
odchylenia &xi, x2, ..., x»,) W kierunku poszczegbélnych wspodtrzednych systemu. Na
przyktad, dla systemu trzech zmiennych (n = 3) mozemy napisa¢ nastgpujace roOwna-
nie macierzowe:

x =f(x(?)), (5.22)
ktore przyjmuje nastepujaca forme szczegotows:
dx
i J1(x(0), y(1),2(1))
dy
e Sa(x(1), y(1),2(1)) (5.23)
dz
— = (0, y(0),2(1))
dt
Na bazie (5.23) mozemy utworzy¢ nastepujace rownanie wariacyjne [37]:
o %
5)6)(5 5_}7)6 52)( aa x aa y aa z 5)6)( 5yx §ZX
by by S |- L Bl s 6, 6, 629
. . . X )y z
§xz é‘yz 5zz % % % 5xz 5yz §zz
| Ox oy oz Jxex,
ktore przybiera nastgpujacg forme macierzows:
D(X, ) = J(x0)D(Xg,1) (5.25)

3 Ocenemen B U., Myromuniuxamuenas sp2odudeckas meopemad. XapaKmepucmuyeckue
nokazamenu Jlanyrnosa ounamuueckux cucmem, Tpymer. MMO, 1968, Tom 19, 179-210. Do-

stepny w: http://www.mathnet.ru/links/2ada9c4b8ef98909aa41a258664bfb23/mmo214.pdf
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gdzie: x =[x0 Yo ZO]T.

Réwnanie (5.22) jest zazwyczaj analizowane w odniesieniu do systemu zlineary-
zowanego w otoczeniu punktu poczatkowego Xo:

¥, (X0.10) = J(x0)¥,(X0.10) » (5.26)

gdzie ¥, (X(,t)) = eI x = X( , jest macierza przejscia, ktora opisuje trajektorie zli-
nearyzowanego systemu w poblizu punktu xo.

W proponowanej metodzie, macierz przejscia ¥,(xy,%y) odwzorowuje macierz od-
chytek D(x(,%) w (5.25) i taka tez ma funkcj¢ w procedurach obliczeniowych [37].

Réwnanie (5.26) odwzorowuje dynamike tych odchylek w kolejnych punktach po-
czatkowych wzdhuz trajektorii systemu.

Indeks ¢ przy macierzy przej$cia w (5.26) wskazuje na ewolucyjny w czasie cha-
rakter ruchu systemu. W procedurach poszukiwania wartosci wlasnych jakobianu J(x)
zaklada si¢ jednostkowa poczatkowa warto$¢ macierzy przejscia: W, (Xq,%;)=1. Ob-

liczenia sg prowadzone dla kolejnych wartosci czasu ¢ zgodnie z zatozonym krokiem,
przy czym, dla kolejnych krokoéw wylaniajg si¢ nowe wartosci poczatkowe wektora Xo.
Oba roéwnania roézniczkowe: oryginalne (5.23) oraz wariacyjne (5.26) sa calkowane

jednoczesnie, tworzac kompleksowy uktad rownan*:

{ X }z{ Fx(®) } (5.27)
¥, (x,1) J(X)YP,(x,?)

L. . x(0) X0
z wartosciami poczatkowymi: {‘I’(X(O),to)} = { 1 } .

Bardziej szczegotowy opis procedury z uwzglednieniem systemow nieautonomicz-
nych (z parametrami zaleznymi od czasu), mozna znalez¢ w pracy [30], gdzie sa takze
dostepne teksty programoéw MATLAB do obliczania wyktadnikéw Lapunowa w
przyktadowych systemach.

Powyzsza procedura ma zastosowanie do systemoéw autonomicznych (stacjonar-
nych), gdy liczba wyktadnikow Lapunowa jest rowna liczbie n rownan systemu. W
systemie nieautonomicznym, liczba zmiennych procesu — a zatem takze liczba wy-
ktadnikow Lapunowa, jest wigksza o jeden i wynosi: n + 1. W takim przypadku moz-

40 KUZNETSOV N., LEONOV G., Lyapunov exponent, chaos, Perron effect: time-varying
linearization,  stability —and instability by the first approximation. Dostgpne Ww:
http://www.math.spbu.ru/user/nk/PDF/Lyapunov-exponent-Sign-inversion-Perron-effects-

Chaos.pdf
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na zachowac¢ przedstawiong powyzej procedure, dodajac rownanie rézniczkowe odno-
szace si¢ do czasu lub jakiejs$ jego funkcji. Na przyktad, moze to by¢ trywialne rowna-
nie rozniczkowe o postaci: £ = 1. W ten sposob, w odnoszacym sie¢ do tego rownania
wierszu jakobianu pojawig si¢ same zera, natomiast odpowiadajacy mu wyktadnik
Lapunowa przyjmie takze warto$¢ zerowa.

Na bazie powyzszego algorytmu powstato wiele praktycznych procedur obliczania
spektrum wspotczynnikow Lapunowa w nieliniowych systemow dynamicznych. Ich
zastosowanie mozna podzieli¢ na dwie kategorie, w zalezno$ci od tego, co jest wyj-
$ciowa informacja do obliczen: - w odniesieniu do systemow opisanych réwnaniami
stanu oraz - w odniesieniu do ciagéw czasowych zawierajacych zarejestrowane prze-
biegi ruchu takich systemow. Zastosowanie jednego z takich popularnych programow
do obliczania spektrum wyktadnikoéw Lapunowa systemu opisanego rownaniami roz-
niczkowymi jest przedstawione w kolejnym przyktadzie.

Przyklad 5.3. Wyznaczy¢ wyktadniki Lapunowa dla cigglych réwnan Rosslera (5.7),
przy nastepujacych parametrach: a = 0,15; b = 0,20; ¢ = 10,0.

Zastosujemy program opracowany w systemie MATLAB przez Vasiliya Govorukhina*!. Ory-
ginalnie program zawiera przyklad odnoszacy si¢ do systemu Lorenza. Tekst programu przy-
stosowanego do rozwigzania podanego zadania z systemem Rdsslera znajduje si¢ w Dodatku.
W celu uruchomienia obliczen nalezy przygotowac¢ dwa krotkie pliki definiujace zadanie:
rossler ext.m oraz skrypt run ross.m, skad jest wywolywana gtéwna procedura
lyapunov, mieszczaca si¢ w pliku 1yapunov.m. Ten ostatni jest tu przytoczony w orygi-
nalnej postaci. W pliku rossler ext.m znajduje si¢ deklaracja samego systemu:

% rownania Rosslera:

f(l)=-y - z;
f(2)=x + a*y;
f(3)=b + z*(x - c);
oraz jakobianu:

% Jakobian systemu:
J=[0 -1 -1;

1 a0;

z 0 x-c];
Parametry rownan sg okreslone na poczatku tego pliku:
a = 0.15; b = 0.20; ¢ = 10.0; % system chaotyczny
Ewolucje systemu w kolejnych iteracjach obliczeniowych sa przechowywane w postaci 12-
elementowego wektora f, ktorego trzy pierwsze pozycje (£ (1:3)) zawieraja wartosci anali-
zowanych funkcji Rosslera w kolejnych punktach ewolucji obliczen, a kolejne 9 pozycji
(£ (3:12)) zawiera macierz Y (w tym przypadku 3x3), ktéra przechowuje wyniki kolejnego
etapu wariacyjnego (odwzorowuje ona macierz przejscia ¥ w (5.26)). Trajektoria z = g(x,y) dla
pierwszych 1000s przy warunkach poczatkowych: x(0) = 0,2; y(0) = 0,3; z(0) = 0,5 jest poka-

41 Vasiliy Govorukhin - program jest dostepny w Internecie:

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/4628-calculation-lyapunov-exponents-
for-ode/content/lyapunov.m
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zana na rys. 5.16. Wida¢ charakterystyczny dla chaotycznego zachowania si¢ systemu, prze-
bieg tej trajektorii.

Rys. 5.16. Trajektoria z = g(x,y) badanego systemu Rosslera

Potwierdzaja to takze przebiegi Sledzonych zmiennych w czasie. Na rys. 5.17 jest pokazany
przebieg zmiennej x(f) w ostatnich 100 sekundach badanego przedziatu czasowego.
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Rys. 5.17. Przebieg zmiennej x(f) chaotycznego systemu Rosslera

Mamy tu do czynienia ze zmiennym w czasie przebiegiem, chociaz w poszczeg6lnych okre-
sach czasu oscylacje si¢ nie powtarzaja. Chaotyczny charakter procesu jest takze potwierdzony
przez warto$ci obliczonych wyktadnikéw Lapunowa. Ich zmiana w czasie jest pokazana na rys.
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5.18. Na koncu rozpatrywanego przedziatu, wspotczynniki te przyjmujg nastgpujace wartosci:
A1=0,09; 1, =0,0; 43 =-9.81. Wida¢, ze jest spelniony warunek wystgpienia chaosu.

Dynamika wyktadnikéw Lapunowa
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Rys. 5.18. Przebiegi wyktadnikéw Lapunowa dla badanego systemu Rosslera

W celu zbadania poprawnosci wykonanych obliczen, powtdrzmy je dla nieco zmodyfikowane-
go systemu. Zatézmy, ze rownania Rosslera (5.7), majg nastepujace parametry: a = 0,2; b =
0,2; ¢ = 3,0. Przebieg uzyskanej trajektorii jest pokazany na rys. 5.19.

Rys. 5.19. Trajektoria z = g(x,y) rownan Rosslera z nowymi parametrami

Wida¢, ze trajektoria fazowa ma tym razem regularny przebieg, co nie wskazuje na wystgpowa-
nie chaosu. Potwierdzaja to obliczone przebiegi wyktadnikow Lapunowa (rys. 5.20).
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Dynamika wykladnikow Lapunowa
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Rys. 5.20. Przebiegi wyktadnikow Lapunowa dla cyklicznego systemu Rosslera

Na koniec rozpatrywanego przedziatu, otrzymujemy nastgpujace spektrum: 4, = 0,00; 4, = —
0,04; A3 = —2.62. Takze towarzyszace temu uktadowi przebiegi czasowe maja regularny cha-
rakter cykliczny, a wigc sa w pelni kontrolowane (rys. 5.21).
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Rys. 5.21. Przebieg zmiennej x(¢) cyklicznego systemu Rosslera

Chaos w ukladach elektrycznych

Obwod elektryczny stwarza szczegdlne warunki do powstania zjawisk nieliniowych,
ktore moga si¢ objawia¢ w postaci postulowanych (obwod Chua, piec tukowy, spa-
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warka elektryczna) lub przypadkowych proceséw chaotycznych (ferrorezonans, stany
przejsciowe w elektrycznych uktadach napgdowych lub w systemie elektroenerge-
tycznym).

System elektroenergetyczny jest przykladem ztozonego uktadu, w ktorym mogg za-
chodzi¢ gwaltowne procesy zwigzane z dynamicznymi stanami elektromechanicznymi
oraz elektromagnetycznymi o charakterze nieliniowym. Obserwowane stany przej-
sciowe czesto prowadzg do niestabilnego zachowania si¢ systemu w zakresie lokal-
nym lub globalnym, co jest przedmiotem intensywnych badan. Analiza takich zacho-
wan jest niezmiernie wazna, gdyz moga one prowadzi¢ do duzych awarii systemo-
wych, taczacych si¢ z gigantycznymi niekiedy stratami. Badania niektorych z tych
awarii wskazujg na chaotyczne zjawiska w skali lokalnej, ktore przeradzaja si¢ w awa-
rie o duzym zasiggu. Na przestrzeni ostatnich dziesi¢cioleci powstala na ten temat
bogata literatura, w ktorej prezentowane sg rozne aspekty tego zagadnienia. W dalszej
cze$ci rozdzialu prezentowane sg wybrane przyktady ilustrujace wystgpowanie nieli-
niowych stanéow dynamicznych w sieciach elektrycznych, ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem zachowan chaotycznych w systemie elektroenergetycznym.

5.5.1. Prosty uklad ze sztywna siecig

Schemat fragmentu systemu elektroenergetycznego jest pokazany na rys. 5.22. Jest to
uproszczony schemat typowej instalacji zwigzanej z przytaczeniem generatora rozpro-
szonego o niewielkiej mocy do systemu elektroenergetycznego. Moc systemu jest
znacznie wieksza od mocy generatora, co uzasadnia zalozenie, ze wektor napigcia
systemu Us = UsZ0 = const (system o sztywnych szynach).

sztywne
. szyn
turbina sprzegto generator transformator yny
TT r 1 E, XG X T
Us

Rys. 5.22. Schemat prostego systemu elektroenergetycznego

W rozpatrywanym systemie mozna wyrdzni¢ dwie czesci: - system mechaniczny,
ztozony z turbiny, sprzg¢gta oraz generatora, a takze system elektryczny, na ktéry sktada
si¢ generator, transformator oraz uklad reprezentowany przez sztywne szyny (sztywna
sie¢). Zaktadamy, ze sprzeglo jest sztywne, a turbina z generatorem moze by¢ rozpatry-
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wana, jako jednolity wirujacy element o momencie bezwladnosci J i wspolczynniku
oporow ruchu . Na podstawie (1.10), napiszemy rownanie ruchu obrotowego:

J%W@ =M, -M,, (5.28)

gdzie: M,, = Mr — moment turbiny, M. — moment elektryczny zwigzany z mocg prze-
kazywang z generatora do sieci.
Moment elektryczny mozna okresli¢ na podstawie mocy czynnej Pg przekazywa-
nej z generatora do sieci [15, 34]:
P, E-Ug

M,=—= singd, (5.29)
o, oX

gdzie: X =X+ Xr - reaktancja toru przesylowego, E — napigcie wewnetrzne w
uproszczonym modelu generatora (napigcie za reaktancja Xg), o - kat potozenia wirni-
ka generatora wzgledem synchronicznie wirujgcego wektora napigcia sieci sztywnej
(kat spadku napigcia na reaktancji X). Zaktadamy dalej, ze moment M, nie zmienia si¢
w wyniku drobnych zmian pulsacji @ = an = 2nfo = 314,16 5.

W celu odwzorowania nierdwnomiernej pracy turbiny zakltadamy, ze moment me-
chaniczny mozna przedstawi¢ nastepujaco [15]:

M, =M,+M cos(w,t)=M,+M cos(§), (5.30)

gdzie: My — stala warto§¢ momentu turbiny, M — amplituda skladowej momentu,
zmieniajacego si¢ z pulsacja w,.

Z powyzszych zalezno$ci otrzymujemy nastgpujace rOwnania modelu rozpatrywa-
nego systemu:

S=w
(5.31)

E-U, . .
a')lzé[M0+Mcos¢— X5s1n5—,ua)lJ

Wy

Jest to uktad rzedu drugiego: n = 2, jednak reprezentuje on system niecautonomiczny
(zalezny od czasu), gdyz zmienna ¢ jest funkcja czasu: ¢ = w,t, wigccmaonn+1=3
stopnie swobody (takze trzy wyktadniki Lapunowa, wigc moze w nim wystapic¢ proces
chaotyczny. Kolejny przyktad ilustruje to zagadnienie.

Przyklad 5.4. Przeprowadzi¢ analiz¢ standw chaotycznych w systemie zdefiniowanym
przez réwnania (5.31). Przyjaé¢ nastepujace parametry systemu: J =
218kg-m? 1=9,61 Nm-s; m, = 1,24 s™'; M,, =329 N-m; Mp=3019 N-m;
Uy, =4000 V; E=4100 V; X=77,5Q; an=314,16 s°..
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Zrédlem zachowan chaotycznych w rozwazanym systemie sa oscylacje momentu mechanicz-
nego turbiny o amplitudzie M (5.31). Dla wigkszej wyrazisto$ci analizowanych przebiegéw
chaotycznych mozna wigc pomingé statg warto§¢ momentu, zaktadajac: My = 0. Dzigki temu,
oscylacje zachodzg wzgledem ustalonych wartosci, wynikajacych z pominigtego momentu Mj.
Przy tych zatozeniach réwnania systemu (5.31) poddano catkowaniu numerycznemu w pro-
gramie Matlab wedlug procedury ode45 przy warunkach poczatkowych: & = 0,2; ay = 0,3.
Rysunek 5.23 przedstawia trajektori¢ & ), natomiast przebieg zmiennej &Xt) jest pokazany na
rys. 5.24.

Rys. 5.23. Trajektoria & w)

A1)
40 -

20 ¢

40}~

0 100 200 300 400 300
czas t, s

Rys. 5.24. Przebieg zmiennej 1)

Oba przebiegi potwierdzaja chaotyczne zachowanie si¢ analizowanego systemu. Eliminacja
takich niekorzystnych standéw moze by¢ uzyskana przez wprowadzenie odpowiedniego uktadu
sterujacego [15].
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5.5.2. Stabilno$¢ napieciowa

5.5.3. Chaos w ukladzie napedowym
5.5.4. Ferrorezonans

Ferrorezonans jest zjawiskiem, ktore bierze poczatek od wystapienia rezonansu w
obwodzie RLC, gdy indukcyjno$¢ L zmienia swoja warto$¢ (zazwyczaj gwalttownie),
w wyniku nasycenia si¢ ferromagnetycznego rdzenia cewki. Podobnie, jak w przypad-
ku rezonansu liniowego, warunkiem wystgpienia rezonansu nieliniowego (ferrorezo-
nasu) jest odpowiednia rownowaga reaktancji pojemnosciowej oraz indukcyjnej, a
takze mate tlumienie tych drgan (mala rezystancja obwodu). Powinna wigc wystapic¢
odpowiednia koincydencja trzech parametrow obwodu: R, L, C, a ponadto, wystepuja-
ce drgania pradu i napigcia powinny obejmowac wyraznie roéznigce si¢ obszary cha-
rakterystyki magnesowania rdzenia cewki zwigzanej z nieliniowg indukcyjnoscia L.

W stanie ustalonym, nieliniowe drgania ferrorezonansowe mogg si¢ znacznie ro6z-
nié¢ w zaleznoséci od parametréw obwodu oraz od warunkéw poczatkowych®?. Wyroz-
nia si¢ nastepujace rodzaje takich drgan [12]:

oscylacje okresowe o czestotliwosci bedacej wielokrotnoscia czgstotliwosci
napigcia wymuszajacego;

oscylacje okresowe, ktorych sktadowa podstawowa jest rowna czgstotliwosci
napiecia wymuszajacego;

oscylacje harmoniczne, ktorych okres jest wielokrotnoscia okresu napigcia
wymuszajacego (subharmoniczne);

oscylacje quasi-harmoniczne (pseudo-harmoniczne), ktorych okresy drgan mo-
ga by¢ kombinacjg okresow harmonicznych napigcia wymuszajacego (inter-
harmoniczne);

drgania chaotyczne bez ustalonej cz¢stotliwosci z portretem fazowym w posta-
ci dziwnych atraktoréw — spektrum takich drgan moze by¢ ciggle lub przedzia-
tami ciagte.

4 VAL ESCUDERO M., DUDURYCH 1., REDFERN M. A., Characterization of fer-
roresonant modes in HV substation with CB grading capacitors. Electric Power Systems Re-
search 77 (2007) 1506-1513.
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Podobnie, jak w innych uktadach nieliniowych, stan ustalony moze by¢ osiagniety
w réznych punktach (obszarach), w zaleznosci od warunkéw poczatkowych - rozwig-
zanie jest czule na warunki poczatkowe. Uzyskany stan ustalony jest takze czuly na
warto$ci parametrow uktadu. Rezonans nieliniowy moze takze dotyczy¢ napigé (sze-
regowe potaczenie elementow LC ze zrodlem zasilania), jak i pradow (potaczenie
rownolegte LC wzglgdem zrodta zasilania).

Do dalszej analizy przyjmiemy schemat zastepczy obwodu rezonansu szeregowe-
g0, jak na rys. 5.25. Oporno$¢ R, zazwyczaj jest pomijana (bardzo duza wartosc),
jednak niektore badania wskazuja na istotny wptyw strat w obwodzie magnesowania
rdzenia na przebieg zjawiska ferrorezonansu. W takim przypadku rozwaza si¢ nieli-
niowy model tej opornosci*:

in = frn () =hu, +hud +hs (5.32)
R Rm\Ym 1“m 3%m 5%m

ze wspotczynnikami wyznaczonymi doswiadczalnie. W modelu liniowym: /3 = hs =0,
hi = 1/Ry.

- C Ry
l
[ ]
- - IR
Uc Up
u U Rm

Rys. 5.25. Schemat zastepczy obwodu do badania ferrorezonansu

Poniewaz w rozpatrywanym procesie indukcyjnos¢ obwodu znaczaco si¢ zmienia,
wiec wygodniej jest stosowaé warto$¢ strumienia elektromagnetycznego y w miejsce
indukcyjnosci L, przy czym:

L) = dl/(;,-(i)’ (5.33)

natomiast strumien jest powigzany z napigciem znang zaleznoscia:

_dy(®
T (5.34)

4 AI-ANBARRI K., RAMANUJAM R., SARAVANASELVAN R., KUPPUSAMY K.,
Effect of iron core loss nonlinearity on chaotic ferroresonance in power transformers. Electric
Power Systems Research 65 (2003) 1-12.
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Funkcja = y(i) charakteryzuje wlasciwosci magnetyczne materiatu rdzenia cew-
ki indukcyjnej, co jest nazywane charakterystyka magnesowania. W ogolnym przy-
padku, zaleznos$¢ ta ma charakter histerezy, co jest czgsto pomijane, ze wzgledu na jej
nieznaczny wplyw na przebieg rozwazanych tu procesow. Do dalszych rozwazan
przyjmujemy nastgpujacy model charakterystyki magnesowania:

iy = f W) =my +may? (5.35)

gdzie g jest nieparzysta liczba catkowita, np. ¢ =7, 9, 11, ...

Na poczatek zalézmy liniowy model opornosci R,, oraz sinusoidalne napiecie wy-
muszajace: u = u(f) = Ucos(at + ). Latwo zauwazy¢, ze dynamika obwodu moze by¢
opisana za pomoca nastepujacych rownan rozniczkowych:

dy(@® _
dr "

dug (1) _ii (5.36)
de c’

ktore, po uwzglednieniu modelu nieliniowej indukcyjnosci (5.35) oraz praw Kir-
chhoffa, prowadza do nastepujacego modelu nieautonomicznego uktadu z rys. 5.25:

dy Ry (u—uc —Rs(mll//+mqt//q))

dt R, +R,
(u —u,— R, (mlt// +mgy? ))J

dug _ 1 my +myy? +
dt c| 1

Po uwzglednieniu funkcji zwigzanej z czasem: ¢ = wit, otrzymujemy dodatkowe row-

nanie, ktore sprowadza uktad do postaci autonomicznej. Ostatecznie otrzymujemy:

(5.37)

R, +R;

y = by cos($ +a) —byu, —byy — by,
U, =a;cos(P+ ) —ayu, + a3y +aup?, (5.38)
p=o.
Ry , b=Uby, by=bymR;, by =bym,R;, a, =;,
+R C(R, +R))

a;=Uay, a3y =aymR,, , ay =a,m R, , a - faza poczatkowa napigcia zasilajacego.

gdzie: b, =

m S

m >

Zastosowanie modelu do analizy stanow przejsciowych w typowym obwodzie ferro-
rezonansowym ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 5.5. Przeprowadzi¢ analize standw przej$ciowych w obwodzie, jak na rys.
5.25. Przyja¢ nastegpujace wartosci parametrow modelu (5.38): U=
91kV; a=0; o =100%; C=0,78 uF; Ry=1,5 Q; R,, =50 kQ; m;, =



5. Modelowanie nieliniowych systemow dynamicznych 159

4,079845E—-4; m, =2,108275E-27; g = 11. Zbada¢ wptyw wartosci po-
czatkowych na charakter uzyskanych przebiegow.

Do analizy stanu przejSciowego wybrano nastgpujace warunki poczatkowe: y(0) = 280 Wb;
u(0) = 1530 V, 0) = 0. Obliczenia prowadzono z zastosowaniem programu opracowanego w
systemie Matlab, ktory tworza procedury znajdujace si¢ w dwoch plikach: Ferro A run.m
oraz Ferro A.m. Uzyskany przebieg napigcia u.(¢) jest pokazany na rys. 5.26. Wida¢, ze po
wstepnym procesie przejSciowym, napigcie na kondensatorze zmierza do wartosci ustalonej
okresowej, chociaz niecharmonicznej.

S

3X 10

i i i i i i i
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
czast,s

Rys. 5.26. Przebieg zmian napigcia u(¢)

Odpowiadajacy temu przebiegowi portret fazowy odnoszacy si¢ do funkcji: u.(y) jest pokaza-
ny na rys. 5.27. Takze przebieg tej trajektorii wskazuje na ustalanie si¢ procesu zwigzanego z
ferrorezonansem.
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_ i i i i i i i i i
E500 —400 -300 —200 -100 O 100 200 300 400 500
w(0), Wb

Rys. 5.27. Przebieg trajektorii fazowej u.( )

Przebieg napiecia u.(f) po zmianie fazy poczatkowej do wartosci: ¢(0) = —5° =—0,0872664 rad
jest pokazany na rys. 5.28. Poréwnujac go z przebiegiem z rys. 5.26 widaé, ze nieznaczna
zmiana warunkoéw poczatkowych prowadzi do istotnych zmian w przebiegu procesu. Jest to
charakterystyczna cecha tego typu proceséw nieliniowych.

xlO5
ST

Rys. 5.28. Przebieg zmian napigcia u.(f) ze zmieniong wartoscia ¢(0) = —0,0872664
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W sieciach elektroenergetycznych moga wystapi¢ rézne warunki, sprzyjajace po-
wstaniu ferrorezonansu. Okoliczno$ci takie stwarzajg zwlaszcza sieci $rednich napigé,
a szczegolnie sieci z izolowanym lub kompensowanym przez cewke punktem neutral-
nym. Do analizy zjawisk ferrorezonansowych w takich sieciach moze by¢ stosowany
schemat zastepczy, jak na rys. 5.29.

.G R,
1
| 1
| I |
- - Ic Ly IR
Ucs Ug

Rys. 5.29. Zmodyfikowany schemat zastgpczy obwodu do badania ferrorezonansu

Prawa cze$¢ schematu przedstawionego na rys. 5.29 reprezentuje transformator za-
silajacy sie¢, w ktorym, w zalezno$ci od potrzeby, mozna odwzorowa¢ warunki uzie-
mienia punktu neutralnego (oporno$¢ Ry). Opornosci R, oraz Ry mozna byloby pota-
czy¢, jednak pozostawiono je oddzielnie wtasnie ze wzgledu na rézne funkcje, ktore
petnia w obwodzie. Nie zmienia to jednak warunkdéw powstawania ferrorezonansu.
Zauwazmy, ze rozniczkowe roOwnania stanu mogg by¢ zwigzane z trzema reaktancyj-
nymi elementami obwodu, co prowadzi do nastepujacego modelu podstawowego:

d"’(’):um,
dr

ducs®) _ 1 (5.39)
dt c,’

du,, () 1 .

— ., =l
& C

r

Pozostajemy przy poprzednich modelach napigcia zasilajacego oraz charakterystyki
magnesowania nieliniowej indukcyjnosci (5.39). Dodatkowo zaktadamy, ze prad zwig-
zany ze stratami czynnymi w rdzeniu bedzie reprezentowany zgodnie z zalezno$cia
(5.36). Po uwzglednieniu tych wielkosci oraz struktury rozpatrywanej sieci, rownania
(5.40) przyjma nastepujaca forme (ostatnie rownanie dodano w celu uzyskania postaci
autonomicznej uktadu; odnosi si¢ ono do funkcji reprezentujacej czas: §f) = anf):
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dy ()
S

de "

ducs@) _ L, L1

dt RZ CS RZ CS RZ CS (5 40)
du,, (1) 1 1 1 1. m my . '

= U= U=y — g =y =y,

d&d RC. RC, S rRC ™ ' c” ¢

dg(?) _

a v

gdzie: R. = R; + Ry; ¢= ant; u=u(t) = Ucos(¢p+ ), ip = hu,, + h3u31 +h51/l31 .
Sposéb zastosowania tego modelu pokazuje kolejny przykiad.

Przyklad 5.6. Przeprowadzi¢ analize stanéw przejsciowych w obwodzie, jak na rys.
5.29. Przyja¢ nastepujace warto$ci parametréw modelu (5.41): U, =
20kV; o =0; an = 100m; Cy =3,1522 uF; Ry=0,2 Q; C.=4,6607 uF; Ry
= 1,25 Q; m; = 0,04320728; m, = 1,444531E-18; g = 11. Zbada¢ wptyw
warto$ci amplitudy napigcia U na charakter uzyskanych przebiegow.

Do analizy stanu przejsciowego wybrano nast¢pujace warunki poczatkowe: y(0) = 80 Wb;
u(0) =25300 V, u,,(0) = 16000 V, 0) = 0.

Wspodtczynniki modelu rezystancji odwzorowujacej straty w zelazie transformatora (5.32)
zostaly obliczone z zastosowaniem programu opracowanego w systemie Matlab:
Char strat s.m. Charakterystyka strat jest okreslona, jako funkcja napigcia magnesowa-
nia u,, wzgledem pradu ir *. Dzieki temu, straty posrednio zalezg takze od czestotliwosci skia-
dowych widma odksztatconego pradu magnesujacego i pradow wirowych. Przebieg tej charak-
terystyki jest pokazany na rys. 5.30.

Do aproksymacji danych pomiarowych (krzywa kreskowana na rys. 5.30) zastosowano metode
najmniejszych kwadratow [13], co prowadzi do nastepujacych wspdtczynnikéw modelu (5.33):
hi = 3,396059E-05; h3 =—6,906720E—-14; hs = 1,59358 1 E-22.

Nalezy zauwazy¢, ze zgodnie z modelem (5.32), rezystancja R,, wyraza si¢ zalezno$cia:

R, =1/[d’—R]= ; > (3.41)
duy, ) by +3hguy, +Shsu,,

skad wida¢, ze w stanach dynamicznych, przy duzych wartosciach napigcia u,, moze ona
przyjmowac nierealistycznie mate wartosci. To z kolei prowadzi do duzych wartosci pradu ir i
numerycznej niestabilno$ci rozwigzania uktadu réwnan (5.41). Mozna temu zaradzi¢ przez
ograniczenie spadku wartosci rezystancji R,. Takie wlasnie rozwiazanie przyjeto w rozpatry-
wanym dalej programie numerycznego rozwigzywania modelu (5.41). Wielko$cia kontrolujaca
jest amplituda napigcia u,,. Odpowiedni fragment w programie Matlab ma nastepujaca postac:

“ NEVES W.L.A., DOMMEL H.W., On Modelling Iron Core Nonlinearities. IEEE Trans-
actions on Power Systems, Vol. 8, No. 2, May 1993, pp. 417 — 425.
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Rys. 5.30. Przebieg charakterystyki iz = f{u.); linia przerywang zaznaczono przebieg uzyskany
Z pomiarow

if abs (um)>par(13),

iR=par (14) *um;
else

p=um*um;
iR=um* (par (5) +p* (par (6) +par (7) *p) ) ;

end

gdzie par (13) jest graniczng wartos$cig amplitudy napiecia u,,, do ktérej obowiazuje model
(5.33). Jesli amplituda chwilowego napiecia u,, przekracza t¢ warto$¢, to do obliczen przyjmuje
si¢ warto§¢ rezystancji R, = 1/par (14), obliczonej zgodnie z (5.41), przy czym: u, =
par (13).

Do analizy stanu dynamicznego badanego uktadu utworzony zostat program, na ktory sktadaja
si¢ dwa pliki: Ferro F run.moraz Ferro F.m. W pierwszym z nich zadawane s3 para-
metry analizowanego ukladu i wywotywany jest wiasciwy program do symulacji: Ferro F.
W tym ostatnim mozna takze wybra¢ wlasciwa procedure numerycznego rozwigzywania ukta-
du réwnan rézniczkowych: ode23s lub bardziej doktadng ode45. Program jest dostosowany
do symulacji stanu dynamicznego obwodu z rys. 5.29, z ukladem réwnan roézniczkowych
(5.40). Zamieszczone komentarze ulatwiaja $ledzenie poszczegoélnych krokow przygotowania
danych i symulacji.

Niektore rezultaty symulacji sa pokazane na kolejnych rysunkach. Rys. 5.31 przedstawia prze-
bieg zmian napigcia u,(f) przy wymuszeniu napieciem o amplitudzie U = 14000V (calkowanie
wedtug procedury ode23s). Mozna zauwazy¢ wystepowanie wielu odksztatcen i nieregular-
nosci w obserwowanym przebiegu. Jest to takze widoczne w przebiegu trajektorii u,, = f{w) na
rys. 5.32.
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Rys. 5.31. Przebieg zmian napigcia u,,(f) przy napieciu wymuszajacym U = 14000 V

Do obliczenia wyktadnikow Lapunowa w badanym procesie, zostat utworzony program w sys-
temie Matlab z plikami: run Ferro Lap F.m, Ferro Lap F ext.m oraz lyapu-
nov.m. Jest to w istocie program z przyktadu 5.3, dostosowany do rozwazanego tutaj modelu.
Przebieg obliczonych wyktadnikéw Lapunowa jest pokazany na rys. 5.33. Widac, ze najwickszy
wykladnik ma wyraznie dodatnig warto$¢ w analizowanym odcinku czasu. Na koncu tego prze-
dziahu, wyktadniki przyjmuja nastepujace wartosci: 41 = 596; 4, = 0; 43 =—602; 14 =-25470.

Rys. 5.32. Trajektoria u.(t) = f{yAf)) przy napigciu wymuszajagcym U = 14000 V
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wyktadniki Lapunowa

0 02 04 06 08 1T 12 14 16 18 2
czas t,S

Rys. 5.33. Przebieg zmian wyktadnikéw Lapunowa przy napieciu wymuszajacym U = 14000 V

Chaotyczne zachowanie si¢ badanego uktadu jest jeszcze bardziej widoczne, gdy zwigkszymy
amplitud¢ napigcia wymuszajacego. Uzyskane w ten sposOb przebiegi sa pokazane na kolej-
nych rysunkach: spadek napiecia u,,(f) na transformatorze (rys. 5.32) oraz odpowiadajagca mu
trajektoria u,, = fly) (rys. 5.35). W tym przypadku wida¢ wyrazne cechy chaotycznego zacho-
wania si¢ uktadu.

xlO4

czast, s

Rys. 5.34. Przebieg zmian napigcia u,,(f) przy napieciu wymuszajacym U = 33570 V
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Rys. 5.35. Trajektoria u.(tf) = fLy(f)) przy napigciu wymuszajagcym U = 33570 V

Podobne zjawiska ferrorezonansowe sg obserwowane takze w innych uktadach elek-
trycznych®.

5.5.5. Luk elektryczny

Luk elektryczny jest formg roztadowania energii nagromadzonej pomig¢dzy roztaczo-
nymi elementami obwodu elektrycznego. W chwili powstania tuku elektrycznego,
prad jest przewodzony przez zjonizowany gaz pomig¢dzy anodg i katodg. W obwodach
pradu przemiennego role obu koncéw przerwanego obwodu zmieniaja si¢. Pod wply-
wem zewngetrznego pola elektromagnetycznego oraz temperatury, elektrony sg emito-
wane przez katod¢ i w formie pradu elektrycznego zmierzaja do anody. Utworzona
plazma jest substancja ztozong w wigkszosci z elektronow i1 atoméw o zredukowane;j
liczbie elektronow (jondéw), ktora poddana jest dzialaniu zewnetrznego pola elektro-
magnetycznego oraz innych czynnikow, co moze w réozny sposob wptywac na warun-
ki przewodzenia pradu elektrycznego [27]. Towarzyszace temu efekty moga by¢ roz-
patrywane jako ze wszech miar niekorzystne (w wylacznikach, podczas zwaré¢) lub
nadzwyczaj porzadane (lampy tukowe, spawanie elektryczne, piece lukowe). Nieza-
leznie od tego, fizyczna strona zjawiska tuku elektrycznego jest podobna: jesli napig-
cie elektryczne w przerwie obwodu elektrycznego przekroczy graniczng wartos¢ wy-
trzymatosci elektrycznej, nastepuje gwattowne obnizenie impedancji gazu, co w od-

4 IZYKOWSKI J., ROSOLOWSKI E., PIERZ P., Analysis of Ferroresonanse Oscillations
in Capacitive Voltage Transformer. Present Problems of Power System Control, No. 6, 2015,
pp- 43 - 66. Dostepny w: http://www.psc.pwr.wroc.pl
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powiednich warunkach zasilania powstatego obwodu elektrycznego, spowoduje prze-
plyw stosownego pradu. Przebieg tego zjawiska jest bardzo gwaltowny, a jego szcze-
goly zaleza od wielu czynnikéw, co utrudnia tworzenie wiarygodnych jego modeli
[36]. Ponizej przedstawiono krotka analize zjawiska tuku elektrycznego oraz modeli
matematycznych stuzacych gtownie do reprezentowania tuku, jako elementu sieci
elektrycznej, z punktu widzenia stanow dynamicznych w tej sieci.

Modele matematyczne tuku elektrycznego sg podstawg analizy stanéw przejs$cio-
wych w obwodach elektrycznych, w ktorych model wytadowania tukowego jest roz-
patrywany jako element sieci elektrycznej. Ze wzgledu na bardzo rézne czynniki de-
terminujace charakter tuku oraz parametry jego modelu, w ostatnich kilkudziesieciu
latach powstato wiele modeli tuku elektrycznego [40, 45]. Modele te tworzone s3 na
podstawie pomiarow dokonywanych w rzeczywistych obiektach lub na bazie modeli
fizycznych. Istotng czes$cig formutowania i weryfikacji takich modeli jest identyfikacja
ich parametréw. Jest to bardzo subtelny proces, gdyz zakres stosowania odpowiednich
parametrow w duzym stopniu zalezy od charakteru rozpatrywanego zastosowania,
parametréw obwodu elektrycznego, czy tez charakterystyk otoczenia (ci$nienie, wil-
gotnos¢, czy temperatura powietrza (gazu), warunki chtodzenia i inne). Szczegdlnie
dobrze wida¢ to przy pordwnaniu zjawisk wystepujacych w przypadku zwar¢ w li-
niach wysokiego napiecia, w analizie zwar¢ w piecach tukowych, w przypadku spa-
wania elektrycznego, w wylacznikach wysokiego napiecia, czy tez w obwodach elek-
tronicznych.

W przypadku zwar¢ w elektroenergetycznych liniach napowietrznych, model towa-
rzyszacego im tuku elektrycznego zostat zaproponowany juz w 1931 roku przez War-
ringtona. Jest to dobrze znany model statyczny, ktory zostat utworzony na podstawie
pomiarow*®:

=E [= Kl, (5.42)

arc arc 1 n
arc

gdzie: Uy — napigcie tuku [V] (wartos¢ skuteczna), I, — prad tuku [A] (wartos$¢ sku-
teczna), / — dlugos¢ tuku [m], K, n — parametry modelu, ktére mozna okresli¢ na pod-
stawie pomiardow, E,. — gradient spadku napi¢cia na tuku [V/m]; parametr K mozna
rozpatrywac, jako ocene mocy wydzielanej w tuku na jednostke dtugosci [W/m)].
Model (5.42) zostal sformutowany z mysla o ocenie wartosci rezystancji zwar¢ w
liniach napowietrznych, z punktu widzenia analizy bltgdow pomiaru odleglosci do
miegjsca zwarcia dokonywanych przez zabezpieczenia podimpedancyjne (odlegtoscio-
we) linii. Luk zwarciowy jest w takim przypadku elementem petli zwarciowej, a war-
to$¢ jego rezystancji moze w istotny sposob wplywaé na doktadnos¢ pomiaru odlegto-
$ci, zwlaszcza gdy linia jest zasilana z odleglego konca [51]. Pomimo wielu niedostat-

4 yan C. WARRINGTON A .R., Reactance Relays Negligibly Affected by Arc Impedance,
Elec. World, 98, No. 12 (Sept. 19, 1931), pp. 502-505.
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kow, model Warringtona byt z powodzeniem stosowany przez wiele pokolen inzynie-
row zajmujacych si¢ zabezpieczeniami linii elektroenergetycznych. Ponizszy przyktad
ilustruje podstawowe charakterystyki tego modelu tuku z uwzglednieniem parametrow
przytoczonych w oryginalnej pracy Warringtona.

Przyklad 5.7. Przeprowadzi¢ analize charakterystyki modelu tuku Warringtona (5.42) w
obwodzie, jak na rys. 5.36. Przyjac¢ nastgpujace wartosci parametréw mo-
delu: K=8750 W/m; n=0,4; [ = Im. Parametry ekwiwalentnego obwo-
du elektrycznego: R = 1Q, X = 1,5Q. Napiecie zasilania: U. = 10kV. War-
to$¢ rezystancji tuku byta zmieniana w zakresie: (0,1 — 100,0)Q.

R X iarc

U: Ugre

Rys. 5.36. Obwod elektryczny do analizy modelu tuku

Wyniki obliczen zalezno$ci napigcia tuku w zaleznosci od pradu zgodnie z (5.42) sa pokazane
narys. 5.37.
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> G
£ 1500 60 ¢
> \ A=
5} s,
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B 10000 T~ 140 2
£ — |1 ®
500 20 &
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Rys. 5.37. Charakterystyka Uq = f(1urc) zgodna z modelem Warringtona
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Znane walory aplikacyjne modelu Warringtona (prosta ocena rezystancji zwarcia) staly si¢
podstawa jego weryfikacji na bazie bardziej dokladnych pomiaréw laboratoryjnych*’. Zgodnie
z tymi modelami, proponuje si¢ bezposrednie obliczenie zastgpczej rezystancji zwarcia wedtug
jednej z nastgpujacej zaleznosci:

R=—11, (5.43)

gdzie K, przybiera warto$ci: a) 1080,4 — dla E,.. = 1200V/m oraz b) 1350,5 — dla E,.. =
1500V/m, lub:

R :(8§5’3+45[21’6j1, (5.44)

dla zaktadanego gradientu napiecia Eg. =950 + 5000// [V/m].

Dla poréwnania, model Warringtona (5.42), zapisany dla rezystancji ma nastepujaca forme:

~28688,5

W 1,4
I(IVC

R / (5.45)

Podstawowe ograniczenia modelu Warringtona wynikaja z pominig¢cia dynamiki
zachodzacego procesu, ktoéry w rzeczywisto$ci zmienia si¢ z czasem, co taczy si¢ ze
zmiang kierunku pradu i napigcia, dtugosci tuku, a takze uwzglednienia innych para-
metrow (temperatury, wilgotnosci, warunkéw chlodzenia itd). Ponizej przedstawiono
krotki przeglad podstawowych dynamicznych modeli tuku elektrycznego, ktore sa
gtownie stosowane do reprezentacji zwaré w liniach napowietrznych. Przy nieznacz-
nych modyfikacjach oraz po odpowiednim doborze wartosci parametrow, sg one z
powodzeniem stosowane takze do modelowania tuku elektrycznego w innych przy-
padkach. Blizsza analiza koncepcji lezacych u podstaw formutowania omawianych
modeli moze by¢ znaleziona w obszernej literaturze przedmiotu. Ponizsze omowienie
ogranicza si¢ gtéwnie do prezentacji modeli w formie ‘czarnej skrzynki’ (ang. black
box), co utatwia ich zastosowanie w formie elementéw obwodu elektrycznego. Od-
rebnym aspektem badania fenomenu tuku elektrycznego jest analiza towarzyszacych
mu zjawisk fizycznych, co wykracza poza zakres poruszanych tu zagadnien.

Pomiary prowadzone w rzeczywistych obwodach potwierdzaja mozliwo$¢ przyje-
cia uproszczonego modelu tuku o postaci?’:

47T TERZIJA V.V., KOGLIN H.-]., On the Modeling of Long Arc in Still Air and Arc Re-
sistance Calculation. IEEE Transactions on Power Delivery, Vol. 19, no. 3, July 2004, s. 1012
—1017.
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i (z)| >1,

gdzie Uc 1, sg parametrami modelu.
W uproszczonych analizach przyjmuje si¢, ze napigcie uq. moze by¢ reprezentowane
za pomocg statej warto$ci Uc, ktorej znak pokrywa sie z polaryzacja pradu tuku is..
Pomiary rzeczywistych procesow doprowadzity do sformutowania kilku praktycznych
matematycznych modeli tuku.

Model Cassiego prezentowany w materiatach CIGRE* z 1939 roku otwiera szereg
klasycznych publikacji zwigzanych z dynamicznym modelem luku elektrycznego.
Podstawowe réwnanie tego modelu ma nastepujaca postac:

2
ldg _dlng) 1jfu, | (5.47)
g dt dt T\ U,

gdzie: g — elektryczna przewodnos¢ tuku [S],
7— stala czasowa zwigzana z elektrycznymi parametrami tuku [s],
uqre — chwilowy spadek napigecia na tuku [V],
Uc — napigcie tuku (staly parametr) [V].

Jak wida¢, model nawigzuje do asymptotycznego przebiegu zaleznosci przewodno-
sci tuku (1/R) od przeptywajacego pradu — jak w modelu statycznym. W przypadku
ustalonego tuku, warto$¢ przewodnos$ci g jest stala i wowczas zachodzi ré6wnos¢: uar.
= Uc (model statyczny), co jest charakterystyczne dla tuku o duzej wartosci pradu. W
tym modelu zaktada sie, ze temperatura tuku jest stata, co jest zapewnione przez ze-
wnetrzne chlodzenie. Ponadto, przyjmuje si¢ takze stalg gesto$¢ pradu, a zmiana
przewodnosci tuku zachodzi w wyniku zmian jego przekroju. Kolejny przyktad ilu-
struje podstawowe charakterystyki modelu tuku opracowanego zgodnie z koncepcja
Cassiego.

Przyklad 5.8. Opracowac model Matlab/Simulink, ktory odzwierciedla model tuku
Cassiego wedtug zaleznosci (5.47). Przyja¢ schemat sieci, jak na rys.
5.36, zaktadajac nastepujace parametry obwodu: R = 10Q, L = 0,053H,
napigcie zasilania: U, = 400kV oraz modelu tuku: Uc = 80V. Przeprowa-
dzi¢ obliczenia dla dwoch wartosci statych czasowych: 7=0,008s oraz 7=
0,000012s.

Model obwodu z rys. 5.36 wraz z modelem tuku (5.47) mozna tacznie zapisa¢ w postaci naste-
pujacego uktadu rownan:

48 CASSIE A.M., Theorie nouvelle des arcs de rupture et de la rigidite des circuits, CIGRE
Report, 102, 1939, pp. 588-608.
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di. R . u, u,. i .
L =——j +—=-——%% -roéwnanie obwodu,
dt L L L
2
d 1 (i .
|l | & - rownanie tuku,
dt 1 g\ U, T
u,. = Lare - spadek napigcia na tuku.
g

W powyzszym modelu wystepuja dzielenia przez zmienng przewodno$¢ tuku g, co jest zro-
dlem niestabilnoéci numerycznej, gdy ta warto§¢ przyjmuje bardzo mate wartosci. W celu
uniknigcia tego problemu wprowadzono ograniczenie na bardzo mala wartos¢ g:

€= Cin 84y €< 8 »

gdzie przyjeto: gumin = 1,0E-6 S.

Model Simulink utworzony wedlug powyzszych réwnan jest pokazany na rys. 5.38. Gorna
cz¢$¢ schematu odpowiada modelowi tuku, natomiast dolna — reprezentuje model rozpatrywa-
nego obwodu elektrycznego. Model ten jest zapisany w pliku model cassil.slx.
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Rys. 5.38. Schemat modelu Matlab/Simulink reprezentujagcego obwodd z rys. 5.36

Kolejne rysunki prezentuja niektore wyniki symulacji tuku elektrycznego uzyskane za pomocg
utworzonego programu. Przebieg napigcia tuku (rys. 5.39) potwierdza wczesniejszg uwage, ze
element ten zachowuje si¢ jak dyskryminator napigcia. Szczegodtly uzyskanych przebiegéw w
duzym stopniu zaleza od przyjetej stalej czasowej 7 zwigzanej z intensywnoscig chlodzenia
huku.

Amplituda i charakter przebiegu pradu (rys. 5.40) w tym przypadku zalezy od warto$ci para-
metréw R, L obwodu elektrycznego i dynamiczne zmiany opornosci tuku tylko nieznacznie
wplywaja na przebieg pradu.

Przebieg zmian przewodnosci tuku g (rys. 5.41) ksztalem przypomina dwupotéwkowo wypro-
stowany przebieg pradu (rys. 5.40), co wynika stad, ze napigcie tuku — co do wartosci amplitu-
dy — zmienia si¢ nieznacznie w czasie, a ponadto, prad i napigcie tuku majg t¢ sama faze (rezy-
stancyjny charakter impedancji tuku). W konsekwencji, przewodno$¢ g przyjmuje zerowa
warto$¢ w momencie przejécia pradu przez zero, co jest zrodtem wspomnianych powyzej nu-
merycznych problemow.



5. Modelowanie nieliniowych systemow dynamicznych 173

350
300
250

200/
\ 7= 0,008n]s

150
ool N 7=0,000012ms

50

Ugre, V

-0 1 — T =
—100]| \> A

—-150
0

5 10 15 20 25 30 35 40 45 ¢ ms 50

Rys. 5.39. Przebiegi spadku napigcia na tuku elektrycznym dla dwéch wartosci
statych czasowych 7
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Rys. 5.41. Przebieg zmian przewodnosci elektrycznej tuku
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Przywolywany w przyktadzie 5.8 problem numerycznej stabilnos$ci rozwigzania
rownania modelu (5.47) moze by¢ usunigty przez modyfikacje wspomnianego roéwna-
nia rézniczkowego dzieki podstawieniu: x = Ing, co pociaga za soba: usc = iu/e". No-
wa zmienna x w rownaniu modelu nie zeruje si¢ nawet przy bardzo matych warto-
sciach przewodnos$ci g, co w duzej mierze usuwa problem numerycznej stabilno$ci
rozwigzania. Zastosowanie tego podejscia jest pokazane w przyktadzie, ilustrujacym
kolejny model tuku oraz w zadaniu 5.8.

Model Mayra zawiera nieznaczna modyfikacje rownania (5.47)%:

2 .
ld_g — d(ll’l g) — l Uy —1|= l LareUWare -1 (548)
g dt dt T\ P T\ PR

0 0

gdzie: g — elektryczna przewodnos¢ tuku [S],

T — stata czasowa zwigzana z elektrycznymi parametrami tuku [s],

uqre — chwilowy spadek napiecia na tuku [V],

iare — chwilowy prad w tuku elektrycznym [A],

Py — moc oddawana przez tuk do otoczenia (chtodzenie) [W].
Zauwazmy, ze g-(Uarc)* = Uarcare, jest chwilowg mocg elektryczng tuku. Przy stabilnym
tuku zachodzi nastgpujgca ré6wnos¢: Po = Uarciare (model statyczny).
Poréwnujac oba modele: (5.47) oraz (5.48), mozna uzasadni¢ warunki, dla ktoérych
nalezy okresli¢ state parametry modeli: dla przedziatu nieduzych wartosci pradu tuku -
7= const, Py = const (model Mayra), natomiast w rejonie duzych wartosci pradu - 7=
const, Py = g-Uc (model Cassie’go).

Przyklad 5.9. Opracowa¢ model symulacyjny Matlab/Simulink tuku elektrycznego
wedlug rownania Mayra (5.47). Przyja¢ schemat sieci, jak na rys. 5.36,
zaktadajac nastgpujace parametry obwodu: R = 10Q, L = 0,053H, napig-
cie zasilania: Uy = 400kV oraz modelu tuku: Py =2,0E5W. Przeprowadzi¢
obliczenia dla dwoch wartosci statych czasowych: 7=0,00008s oraz 7=
0,000012s.

Roéwnania rozpatrywanego modelu sg podobne do tych z przyktadu 5.8, przy czym, model tuku
(5.47) zapiszemy w nast¢pujacej formie:

d(ing) _ 1 [gu;.c _lj

dt t\ R
co, po podstawieniu: x = Ing, przyjmuje nastgpujacag postaé:
de  1(eu’
—=—]—=_1|,g=¢" 5.49
L) (5.49)

4 MAYR O., Beitrage zur theorie des Statischen und des Dynamischen Lichtbogens, Ar-
chiv fiir Elelectrotechnik, vol Band 37, Heft 12, 1943, pp 588-608.



5. Modelowanie nieliniowych systemow dynamicznych 175

Powyzsza forma modelu tuku jest numerycznie korzystniejsza od tej, uzytej w przyktadzie 5.8,
gdyz zmienna reprezentujaca przewodnos¢ tuku g nie zeruje si¢ dla dowolnej wartosci zmien-
nej x (jest to wazne ze wzgledu na relacj¢ pomigdzy napigciem ug. 1 pradem tuku ige).

Schemat opracowanego modelu (Matlab/Simulink) jest pokazany na rys. 5.42. Fragment tego
modelu odnoszacy si¢ do schematu sieci elektrycznej (dolna cze$¢ struktury modelu) jest taki
sam, jak na rys. 5.38. W gornej czgéci rysunku znajduje si¢ model tuku, sporzadzony wedlug
zaleznosci (5.47) w wersji zapisanej w postaci (5.49).

Przedstawiony model jest zapisany w pliku model _mayrl.slx.
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Rys. 5.42. Schemat modelu Mayra tuku elektrycznego

Niektoére sposrod uzyskanych przebiegdw sa pokazane na rys. 5.43. Wida¢ wystepowanie in-
tensywnych przepie¢ (rys. 5.43a) w momentach, gdy przewodnos¢ tuku (rys. 5.43b) przyjmuje
bardzo mata wartos¢ (zanika przewodnos$¢). Przebiegi napigcia tylko nieznacznie rdznig si¢ dla
dwoch rozpatrywanych warto$ci stalej czasowej 7. Roznice te praktycznie nie wystepuja w
przebiegach przewodnosci tuku (rys. 5.43b).
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Rys. 5.43. Przebiegi zmian napigcia tuku (a) oraz jego przewodnosci (b) dla modelu Meyra

W modelu przedstawionym w przyktadzie 5.9 (rys. 5.42), dynamiczna sie¢ elek-
tryczna jest reprezentowana w postaci rOwnania rézniczkowego. Wynika stad istotne
ograniczenie, gdyz kazda zmiana schematu sieci elektrycznej pocigga za sobg niekie-
dy duzg zmiang struktury modelu. W bloku Simulink Toolbox Simscape dostep-
ne sg modele sieci, ktore sg reprezentowane w postaci schematow elektrycznych. Do-
stepne sg takze modele wylacznikdw z reprezentacja wybranych modeli tuku elek-
trycznego. Przyktady zastosowania tych modeli znajdujg si¢ w Dodatku 8 (str. 243).

Model Kizilcaya powstal w rezultacie modyfikacji modelu Mayra przez zastapie-
nie mocy elektrycznej tuku przez parametr odpowiadajacy stacjonarnej przewodnosci
tuku. Podstawowa relacja zwigzana z tym modelem zostata zaproponowana przez A.
Griitza i A. Hochrainera®®, nastepnie zostata rozwinigta oraz rozpowszechniona w
postaci modelu stosowanego w programie EMTP przez M. Kizilcaya®'. Dynamiczna
zmiana przewodnosci tuku jest okreslona przez nastgpujacg zaleznosc:

50 GRUTZ A., HOCHRAINER A., Rechnerische Untersuchung von Leistungsschaltern mit
Hilfe einer verallgemeinerten Lichtbogentheorie, ETZ Archiv, Bd. 92, H.4, pp.185-191, 1971.

SUKIZILCAY M., PNIOK T., Digital Simulation of Fault Arcs in Power Systems, ETEP,
Vol. 1, No 1, January/February 1991, pp. 55 — 60.
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dg 1
—===(G- 5.50
5 ~-(G-¢) (5.50)
gdzie: g — elektryczna przewodno$¢ tuku [S],
7— stala czasowa zwigzana z elektrycznymi parametrami tuku [s],
G — stacjonarna przewodnos¢ tuku [S], wyznaczana nastepujgco:
i

arc

arc

gdzie: i — chwilowa warto$¢ pradu tuku [A],

R — stata warto$¢ wzglednej rezystancji tuku [QQ/m],

U, — stata warto$¢ wzglgdnego spadku napigcia na tuku [V/m],

[ — dhugos¢ tuku (staty parametr) [m].
Model (5.50) jest szeroko stosowany zwlaszcza do symulacji zwar¢ w liniach napo-
wietrznych. Przez odpowiedni dobor parametrow w (5.51), model mozna tatwo dosto-
sowa¢ do reprezentacji luku wtornego®?, co jest wazne w przypadku analizy zwaré
jednofazowych przy stosowaniu w zabezpieczeniach linii automatyki Samoczynnego
Powtornego Zataczenia (SPZ) [40, 51].

Model Schwarza powstal w rezultacie modyfikacji modelu Mayra przez uzalez-

nienie stalej czasowe] 7 oraz mocy chtodzenia tuku P (mocy oddawanej do otoczenia),
od przewodnosci tuku g**:

1-a .
d_g - 8 larcua;'v -1 (552)
dt v \ Bg

gdzie:  a — staly parametr, okreslajacy zalezno$¢ statej czasowej 7 od przewodnosci g;
b — staly parametr, okre$lajacy zaleznos¢ mocy Py od przewodnosci g;
pozostate oznaczenia — jak w (5.48).

Wspotczynniki a, b sa dobierane w drodze testowych pomiaréw, pozwalajacych do-

stosowac charakterystyke tuku do zadanych warunkow. W charakterze typowych war-

tosci tych parametrow mozna przyjac: a=0,15 and b=0,6. Zauwazmy, ze stan ustalony

(model statyczny) jest wyznaczony przez taki sam warunek, jak w modelu Mayra: Py

= uarclarc.

Model Habedanka powstal przez szeregowe polaczenie elementéw sieci wyzna-
czonych przez modele Cassiego oraz Mayra™:

52 Luk wtérny moze powstaé po wylgczeniu zwarcia jednofazowego w linii napowietrznej,
gdy napigcie indukowane w wylaczonej fazie przez prady w fazach zdrowych, jest w stanie
utrzymac przewodzacy zjonizowany kanal zwarciowy.

53 SCHWARZ, J., Dynamisches Verhalten eines Gasbeblasenen, Turbulenzbestimmten
Schaltlichtbogens, ETZ Archiv, Bd. 92, pp. 389-391, 1971.



178 Podstawy Modelowania Systemow

2
dg. 1| (u,,
ﬁ:_{@_&}

de 1| Ucge

2
dgM 1 (uarcg)
oM | Aaed] , 5.53
ar T, { P 8u ( )

0

1 1 1

g8 8¢ &u

gdzie: indeksy C, M wskazuja, odpowiednio, na model Cassiego lub Mayra, w4 jest
spadkiem napigcia na tuku elektrycznym, g — przewodnos¢ tuku.

Model Schavemakera powstat przez modyfikacj¢ modelu Mayra przy zalozeniu,
ze stata czasowa 7 oraz moc chlodzenia tuku P (moc oddawana do otoczenia), sg sta-
tymi parametrami, zaleznymi od pradu przeptywajacego przez tuk>:

d_g — g larcuarc _1 (5.54)
dt 1 max(U B+ Plimum)

arc

larc

gdzie:  U,. — parametr odpowiadajacy spadkowi napigcia na luku przy duzej
warto$ci pradu tuku i [V],
Py — wspotczynnik zwigzany z mocg oddawang przez tuk do otoczenia, przy
czym, P, = 0 gdy prad tuku jest bardzo maty;
pozostate oznaczenia jak w (5.48).
Staty parametr Py w (5.54) reprezentuje moc oddawang do otoczenia, ktorej wartos¢
zalezy od szczegélow otoczenia tuku (budowa komory wylacznika, dlugosé¢ tuku).
Wspolczynnik chtodzenia P, odwzorowuje powigzanie mocy elektrycznej tuku z
czynnikami warunkujacymi jego przewodnos$¢ (dodatkowe chtodzenie, przedmuchi-
wanie, rodzaj gazu izolacyjnego). Catkowita moc chlodzenia tuku jest w duzym stop-
niu proporcjonalna do dostarczanej mocy elektrycznej, co jest zapewnione przez przy-
jecie wartosci wspotczynnika P; bliskiej jednosci, np. P = 0,995.
Mozna zauwazy¢, ze w obszarze duzych wartosci pradu iu., zalezno$¢ (5.54) przyjmu-
je posta¢ modelu Cassiego, natomiast przy bardzo matej wartosci tego pradu, model
Schavemakera jest rOwnowazny modelowi Mayra. Liczne fizyczne testy potwierdzaja
zbieznos$¢ takiego podejécia z charakterem relacji zachodzacych w rzeczywistych ob-
wodach z tukiem zwarciowym.

54 HABEDANK, U.: On the Mathematical Description of Arc Behaviour in the Vicinity of
Current Zero, ETZ Archiv, Bd. 10, H. 11, 1988, pp. 339-343.

55 SCHAVEMAKER P.H., and Van der SLUIS, L., 4n Improved Mayr-Type Arc Model
Based on Current-Zero Measurements, IEEE Transactions on Power Delivery, Vol. 15, No. 2,
April 2000, pp. 580-584.
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Wspo6lnag cechg przedstawionych modeli matematycznych tuku jest obecno$¢ pa-
rametrow, ktore odzwierciedlaja lokalny charakter srodowiska, w ktorym zachodzi
badane zjawisko (dane materialowe, warunki chtodzenia, konstrukcja uktadu i inne).
Sprawia to, ze obszar ich zastosowania jest ograniczony do przypadkoéow, dla ktorych
zakres zmian parametrow modelu zostal udokumentowany na podstawie pomiaréw
rzeczywistych fizycznych proceséw, zachodzacych w podobnych warunkach.

5.5.6. Elektryczny luk spawalniczy

Luk elektryczny towarzyszacy procesowi spawania elektrycznego jest wprawdzie
zwigzany z podobnym do omdéwionego powyzej zjawiskiem przewodzenia elektrycz-
nego w zjonizowanym gazie, jednak wystepujace w obu przypadkach parametry mo-
delu moga si¢ znacznie r6zni¢. W przypadku spawania, zasadniczo rézne sg warunki
bilansowania si¢ ciepla zwigzanego z powstatym tukiem, niz ma to miejsce w tuku
elektrycznym wywotanym zwarciem lub utratg izolacji w sieci elektrycznej. Takze
parametry elektrycznego obwodu zasilania w obu przypadkach zazwyczaj znacznie si¢
ro6znia. Przy zatozeniu ustalonej dtugosci tuku, bilans mocy mozna okresli¢ za pomoca
nastepujacej zaleznosci [45]:

dE

dt
gdzie: E oznacza wewngetrzng energi¢ tuku, P jest mocg dostarczang przez obwod zasi-
lajacy, Po jest moca odprowadzang do otoczenia w efekcie przewodzenia ciepta i pro-

mieniowania.
Moc elektryczna P moze by¢ wyrazona za pomocg parametrow i stanu obwodu:

P=R i = Mi2 (5.56)

st”arc arc?

P-P, (5.55)

arc

gdzie: U(lu), Lore — napigceie 1 prad tuku w stanie ustalonym, wyznaczajace statyczng
charakterystyke rezystancji tuku (rys. 5.37), Ry — ustalona (statyczna) wartos¢ rezy-
stancji tuku, i, — biezaca (dynamiczna) wartos¢ pradu tuku, skad:

udl,,) .
=—"7 5.57
arc Iarc arc ( )
W warunkach ustalonych obie moce w (5.55) sg sobie réwne, wigc:
R) = U(Iarc )]arc (558)
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Zaktadajac, ze po odlaczeniu zasilania, proces stygni¢cia tuku zachodzi w sposob wy-
ktadniczy, mozna przyjaé, ze zjawisko to zachodzi w podobny sposéb w odniesieniu
do pradu (kwadratu pradu):

—t/t

2 L=1 e, (5.59)

larc*
gdzie: T — stata czasowa chtodzenia tuku, ig.* - prad dynamiczny w stanie chtodzenia
huku; przyjmuje si¢, ze zmiana pradu /... zachodzi ze stalg czasows 7.
Na podstawie zaleznosci (5.55) - (5.59) mozna uzyskaé nastepujace rownanie mo-
delu elektrycznego tuku spawalniczego [45]:

2

4, l(z’jﬂ, -12.) (5.60)
dt

Réwnanie (5.60) wigze ze sobg statyczne (ustalone) i dynamiczne warto$ci pradu tuku

poprzez stata czasowg 7. Model stanu przejsciowego w sieci zasilajacej tuk spawalni-

czy zalezy od szczegdlowego schematu zastepczego tej sieci. Rozpatrywane sg za-

zwyczaj schematy uproszczone, co pozwala wydoby¢ podstawowe relacje w takim

uktadzie. Przyktadowy schemat takiej sieci jest pokazany na rys. 5.44 [45].

larc

Rys. 5.44. Schemat zastgpczy sieci zasilajacej elektryczny tuk spawalniczy

Uwzgledniajac zalezno$ci (5.55) - (5.59), otrzymamy nastgpujace réwnania dynamiki

tego obwodu:
di 1 Ul
larc' — (uarc _ ( arc) iarc ] ,

dt L I,
% = %(e—um —Ri,.), (5.61)
. 1.
G ;(12 -13.)

W celu uogdlnienia analizy mozna wprowadzi¢ bezwymiarowe zmienne w powyz-
szym modelu:
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t i u I
L=—, x="4, y=—4, z=—"1, (5.62)
T I, U, I

gdzie: Iy, Uy — poczatkowe ustalone wartosci, odpowiednio, pradu i napi¢cia na sta-
tycznej charakterystyce tuku; w punkcie poczatkowym: Ip = lyrc, Uy = Upre.
Ponadto, przyjmuje sie, ze statyczna charakterystyka tuku ma charakter wyktadniczy:

Uu(,.)=U, (Z) , (5.63)
IO

natomiast pomi¢dzy parametrami modelu (5.61) zachodzi nastepujacy zwigzek:
e=RI,+U,, (5.64)

Uwzgledniajac (5.62) - (5.64) w (5.61), otrzymamy nastgpujace uogdlnione rownania
modelu obwodu z elektrycznym tukiem spawalniczym:

1 nl
X=—|y—-xz? |,

y':RLC(l—y+R(1—x)), (5.65)

. 2
z=X —z,

przy czym, r6zniczkowanie odbywa si¢ wzgledem czasu ¢, (5.62).

Podobnie, jak w rozwazanych poprzednio przypadkach, nieliniowy uktad trzeciego
stopnia okreslony rownaniami (5.65) bedzie mial obszary zachowan chaotycznych.
Rozwazmy stan dynamiczny tego uktadu dla nastepujacych parametréw: R = 15, L =
1, C = 3,405, n = —1/3. Dla warto$ci poczatkowych: (xo, yo, zo) = (0,2; 0,2; 1,0) otrzy-
mamy przebiegi w czasie ¢, jak na rys. 5.45.

150 T

100

100675100 150 200 2'50t3'oo 350 400 450 500

Rys. 5.45. Przebiegi sktadowych x, y, z w obwodzie z modelem tuku spawalniczego
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Wida¢, ze mamy do czynienia z dynamika chaotyczng. Potwierdzaja to przebiegi

trajektorii fazowych, dla pary zmiennych x, y rozwazanego procesu (rys. 5.46).

_@10 -5 0 5 10 15

Rys. 5.46. Trajektorie fazowe sktadowych x, y w obwodzie z modelem tuku spawalniczego

5.6. Zadania

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

Korzystajac z programu lorenz 1.m (patrz Dodatek) wykona¢ symulacje modelu
Lorenza. Sprawdzi¢ wpltyw poszczeg6élnych parametréow na dynamike uktadu.

Za pomoca programu duff 1.m zbada¢ wplyw poszczegdlnych parametréw modelu
Duffinga na wystapienie oscylacji chaotycznych. Zbada¢ warunki stabilno$ci modelu
przy braku wymuszenia.

W réwnaniach Rosslera (5.7) przyjac state wartosci parametréow : a = b = 0,1, natomiast
parametr ¢ zmienia¢ w zakresie: ¢ = 4, 6, 8,5, 8,7, 9, 12, 12,8, 13, 18. Dla kazdej z tych
warto$ci wyznaczy¢ i przeanalizowaé trajektorie y = f{x) — przebiegi czasowe. Jak zmie-
niajg si¢ czestotliwosci generowanych oscylacji? Skorzysta¢ z programu dros-
sler 1.m,w ktorym catkowanie jest zredukowane do sumowania.

Wyjasni¢ pojecie: rownanie logistyczne. Jaka jest charakterystyczna cecha takich row-
nan?

Postugujac si¢ programem komputerowym przedstawionym w przyktadzie 5.3, obliczy¢
wyktadniki Lapunowa dla zmodyfikowanego systemu Rosslera:

X=-y-z
y=x+ay+w
z=b+xz

w=cw—dz
przy nastepujacych parametrach: a = 0,25; b =3,0; ¢ = 0,05; d = 0,5 (hiperchaos).
Uwaga: nalezy odpowiednio zmieni¢ procedury rossler ext.morazrun ross.m.
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5.6. Roéwnania Rosslera wystepuja w kilku modyfikacjach. Postugujac si¢ programem kompu-
terowym przedstawionym w przyktadzie 5.3, obliczy¢ wyktadniki Lapunowa dla poda-
nych réwnan systemu Résslera [30]. Korzystajac z programu drossler 1.m, wykre-
$li¢ trajektorie tych systemow.

X=—-y-z
a) y=x z parametrami: a = 0,386; b =0,2;
z=ay(l—-y)—bz
X=-y-z
b) y=x+ay z parametrami: a =0,2; b=0,2; c=5,7;
z=b-cz+xz
Xx=-y-z
c) y=x+ay z parametrami: a = 0,36; b = 0,4; ¢ = 4,5,

z=bx—cz+xz

5.7. Powtorzy¢ symulacje stanow dynamicznych z przyktadu 5.4, po zamianie w odpowied-
nich programach procedury calkowania ode23s na bardziej doktadng ode45. Porownac
otrzymane wyniki.

5.8. Opracowaé¢ model Simulink i wykonaé¢ badania symulacyjne, jak w przyktadzie 5.8,
modyfikujac rownanie modelu Cassiego zgodnie z podej$ciem zastosowanym w przykta-
dzie 5.9. W tym przypadku rownania modelu tuku sg nastgpujace:

& = l(—u""‘l""" - 1] ,g=¢" x=Ing
dt t\ Uge"

5.9. Korzystajac z modelu tuku spawalniczego, przedstawionego w p. 5.5.6 sprawdzié, jak
zmienia si¢ dynamika badanego uktadu w zaleznosci od warunkow poczatkowych.

5.10. Postugujac si¢ programem komputerowym przedstawionym w przyktadzie 5.3, obliczy¢
wyktadniki Lapunowa dla uktadu réwnan stanu (5.65) zwigzanych z modelem tuku spa-
walniczego. Przyjac¢ parametry uktadu i warunki poczatkowe jak w p. 5.5.6: R =15, L =
1, C=3,405, n=-1/3, (x0, 0, z0) = (0,2; 0,2; 1,0).






6. MODELE PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

6.1. Wprowadzenie

Teoria prawdopodobienstwa (probabilistyka) zajmuje si¢ opisem zdarzen, ktdre maja
charakter losowy (przypadkowy). Pojedyncze zdarzenia sg charakteryzowane przez
zmienne losowe, ktore moga tworzy¢ odpowiednie zbiory (ciagi zdarzen losowych).
Zmiennym losowym mogg by¢ przyporzadkowane warto$ci rzeczywiste ze zbioru [0 1],
ktore sg ich miarg probabilistyczng (prawdopodobienstwem). Zmienna losowa jest
wiec funkcja o wartosciach rzeczywistych, zdefiniowana na zbiorze zdarzen elemen-
tarnych Q.

W bardziej formalnym jezyku, zdarzenia (procesy) losowe zachodza w przestrzeni
probabilistycznej, ktora jest definiowana przez okreslenie nastepujacych trzech zbio-
row (trojki prawdopodobienstwa): (Q, U, P), gdzie: Q jest niepustym zbiorem, zwa-
nym przestrzenig zdarzen elementarnych, U jest podzbiorem €, ktory okresla prze-
strzen zdarzen losowych (elementy tego zbioru sa zdarzeniami losowymi), P jest zbio-
rem prawdopodobienstw okreslonym na U, przy czym, dla dowolnego zdarzenia A€ U,
zachodzi: P(4) > 0, a ponadto: P(J)=0, P(Q)=1, (Qe U) — prawdopodobienstwa zda-
rzenia pewnego.

Do takich elementarnych poje¢ z zakresu teorii prawdopodobienstwa nalezy roz-
ktad zmiennej losowej, co jest funkcja, za pomoca ktérej zmiennej losowej ze zbioru
zdarzen elementarnych, przyporzadkowane jest okreslone prawdopodobienstwo. Na
przyktad, w przypadku pojedynczego rzutu moneta, przestrzen zdarzen elementarnych
jest utworzona przez dwa zdarzenia: orzel oraz reszka: Q = {orzel, reszka}. W przy-
padku ‘uczciwej’ monety otrzymujemy nastgpujacy rozktad: P(orzet) = 0,5; P(reszka)
=0,5. W przypadku pojedynczego rzutu kostka mamy: Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} oraz: P(i)
=1/6,i=1, 2, ..., 6. W podanych przyktadach zmienna losowa tworzy zbidr policzal-
ny, co jest charakterystyczne dla dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa. W przy-
padku rozktadu cigglego, zmienna losowa moze przyja¢ dowolne wartosci z okreslo-
nego przedzialu zdefiniowanego przez przestrzen zdarzen elementarnych. Na przy-
ktad, jesli definiowany jest rozktad prawdopodobienstwa nagrzania pomieszczenia (co
wyraza si¢ warto$cig mierzonej temperatury), to przestrzen zdarzen elementarnych
moze by¢ ciagla (ciagle wskazania termometru) lub dyskretna (dyskretne warto$ci
wskazan termometru).
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W przypadku, gdy zbiér zdarzen losowych jest uporzadkowany wzglgdem czasu
(zdarzenia sg funkcjg czasu, co definiuje proces zachodzacy w czasie), to mamy do
czynienia z procesem stochastycznym. Innymi stowy, proces stochastyczny jest zbio-
rem {X(?)|t > 0}, gdzie X(?) jest wektorem zdarzen zachodzacych w czasie. Dla kazdej
zmiennej w € Q, funkcja X(¢, w) okresla zbidr zwigzany z procesem stochastycznym
odnoszgcym si¢ do zdarzen zdefiniowanych przez zmienng w. Mamy tu do czynienia z
procesem losowym, wigc kazda jego realizacja bedzie definiowata inny zbior X(¢, w).

Teoria prawdopodobienstwa i procesy stochastyczne stuza do opisu i reprezentacji
niepewnosci lub niejednoznaczno$ci. Podejscie probabilistyczne nie jest w technice
latwo akceptowane, gdyz inzynier jest przywykly do jednoznacznych ocen i opisow
konstrukcji, czy zjawisk. Z drugiej jednak strony wiemy, ze idealny opis rzeczywisto-
ci zgodny z paradygmatem deterministycznym, w realnym $wiecie nie wystepuje:
swiat idealny, zgodny z zalezno$ciami matematycznymi, ma miejsce tylko w naszej
wyobrazni (Swiat platonskich idei). Ta dychotomia: prostota opisu i zagmatwana rze-
czywisto$¢, prowadzi nas do réznych prob poszukiwania bardziej adekwatnego, a
jednoczesnie prostego jej opisu. Jednym ze sposobow sg wiasnie modele probabili-
styczne.

6.2. Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Ponizej wyjasnione sa podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa dla cia-
gltych i dyskretnych rozktadéw. Rozktad dyskretny odnosi si¢ do przypadku, gdy zda-
rzenia sg policzalne, a ich liczba jest skonczona, na przyktad: liczba rzutow kostka,
liczba wynikdéw meczy itp.

Rozklad prawdopodobienstwa (rozktad zmiennej losowej) P(A4) jest miara, po-
zwalajacg przypisa¢ prawdopodobienstwo zmiennej losowej lub zbiorom tej zmiennej
wedtug regul okreslonych w 4. Kazdej zmiennej losowej mozna przypisa¢ prawdopo-
dobienstwo jej wystapienia. W przypadku dyskretnej zmiennej losowej x, definicja
prawdopodobienstwa jest intuicyjna:

P, =POX =)= f(x) =T = S (6.1)
2.
Jj=1
gdzie fi jest liczba przypadkdéw wystapienia warto$ci xx, natomiast NV jest suma
wszystkich mozliwych prob.
Zapis (6.1) mozna rozszerzy¢ na odpowiedni zbior wartosci dyskretnych, na przyktad:

P(6<X<9)=P(X=6)+P(X=T)+P(X=8).



6. Modele procesow stochastycznych 187

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f{x) jest funkcjg rzeczywistg okreslajaca
prawdopodobienstwo wystapienia okreslonego zdarzenia ze zbioru B (ang.: Probabili-
ty Density Function — pdf(B)):

P(B) = [ f(x)dr (6.2)
B

b
Na przyktad: P(a< X <b)= I f(x)dx . W szczegdlnosci, jesli B pokrywa calg prze-

strzen zdarzen, to: J. f(x)dx=1.
B

W przypadku dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa, funkcja f(x), gdzie x przy-
biera konkretng warto$¢ z przestrzeni zdarzen X, okresla szans¢ (prawdopodobien-
stwo) przyjecia przez zmienng losowg X konkretnej wartosci x. (ang.: Probability
Mass Function, pmf(x)).

Dystrybuanta rozkladu prawdopodobienstwa F(x) jest prawdopodobienstwem
przyjecia przez zmienng losowa X warto$ci mniejszej od x:

F(x)=P(X <x) (6.3)

gdzie P(X < x) oznacza prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmuje wartos$¢
mniejszg od x (ang.: Cumulative Distribution Function — cdf(x)).

Inaczej moéwiac, dystrybuanta okresla szanse przyjecia przez zmienng losowg X war-
tosci mniejszej od x. W przypadku dyskretnej zmiennej losowej, P(X < x) oblicza si¢
przez sumowanie wszystkich prawdopodobienstw P(X = x;) dla x;<x:

F(x)= Y P(X =x,) (6.4)
gdzie P(X=x)=p, (6.5)

jest funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X oznaczajacg prawdopodobienstwo,
ze zmienna losowa X przyjmie warto$¢ xx (dla zmiennych losowych dyskretnych).

Jesli k w (6.4) wyczerpuje wszystkie wartosci zmiennej dyskretnej, to:

D P(X=x)=) p,=1 (6.6)

Dla zmiennej losowej ciaglej zachodzi relacja:
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F(x)= P(X < x) = j F(6)de 6.7)
1 odwrotnie:
F(x)= dFdff) - F() 6.8)

Dystrybuanta jest funkcjg niemalejgca.
Na podstawie (6.7) mozna napisac:

Px, <X <x)=P(X <x,)-P(X <x)=F(x,)—F(x,) (6.9)

co jest rownowazne obliczeniu calki oznaczonej z gestosci prawdopodobienstwa w
przedziale [x1, x2]:

P(x, < X <x,)=F(x,)— F(x,) = j f(t)de (6.10)

Xy

Przyklad 6.1. Okresli¢ rozktad zmiennej losowej, ktora przyjmuje wartosci rowne su-
mie oczek w dwukrotnym rzucie kostka. Wykresli¢ dystrybuantg tej
zmiennej. Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(7 <X < 12).

Prawdopodobienstwo uzyskania dowolnej wartosci 1..6 w pojedynczym rzucie kostka wynosi
1/6. Zbioér wartosci uzyskanych w dwoch rzutach kostka jest nastgpujacy: 4 = (2, 3,4, 5,6, 7,
8,9, 10, 11, 12). Latwo okresli¢ prawdopodobienstwo uzyskania kazdego z elementéw tego
zbioru:

P(X=2)=(1/6)(1/6) = 1/36 = pmf(2) — w obu rzutach musza wystapi¢ jedynki: (1, 1);
P(X=3)=(1/6)(1/6) + (1/6)(1/6) =2/36 — (1,2) V (2, 1);

PX=4)=3(1/6)(1/6) =3/36 - (1,3) V(3, 1) V (2, 2);

P(X=5)=4(1/6)(1/6) =4/36 > (1,4) Vv (4, 1) V (2,3) V (3, 2);

P(X=6)=5(1/6)(1/6)=5/36 > (2,4) vV (4,2) V(3,3) V(5 1) v, 5);
PX=T)=6(1/6)(1/6)=6/36 - (3,4) vV (4,3) V(2,5 V(5,2)V(l,6)V (6, 1)
P(X=18)=5(1/6)(1/6) =5/36 > (2, 6) V (6,2) V (3,5) V (5,3) V (4, 4);

i podobnie:

P(X=9)=4/36, P(X=10)=3/36, P(X=11)=2/36, P(X=12) = 1/36.

Uzyskany rozktad prawdopodobienstwa jest pokazany na rys. 6.1, natomiast jej dystrybuanta
ma postaé, jak narys. 6.2.
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P(X=k) [
0,16}
0,14}
0,12}

0,1}
0,08}
0,06}

|

0,04/
0,02
0% 2 10 12 x

0 2 4 6 8

Rys. 6.1. Rozktad prawdopodobienstwa analizowanej zmiennej (pwf)

Rozktad prawdopodobienstwa jest symetryczny wzgledem punktu x = 7, natomiast dystrybuan-
ta zmierza do wartosci F(x) = 1 w miar¢ wzrostu warto§ci zmiennej x.

F(o)r ——
0,9+t -
0,8t
0,7} —
0,61 —
0,5+t
0,4+ -
0,3+t —
0,21
0,11 —
0

0 2 4 6 8 10 12 «x
Rys. 6.2. Dystrybuanta analizowanej zmiennej losowej

Prawdopodobienstwo P(7 < X < 12) jest sumg prawdopodobienstw dla poszczegolnych zmien-
nych ze zdefiniowanego przedziatu:

P(7<X<12)=P(X =8)+P(X =9)+P(X =10)+ P(X =11)+ P(X =12)
=5/36+4/36+3/36+2/36+1/36=15/36.

Wartos$¢ oczekiwana E(X) zmiennej losowej X jest wartoscig $rednig z n zmien-
nych x;, i = 1..n, z ktoérych kazda wystepuje z prawdopodobienstwem p;:

E(X)=u=Y xp, (6.11)

i=1

W przypadku cigglym, warto$¢ oczekiwana jest obliczana nastepujgco:
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E(X)=p= th(t)dz (6.12)

Wariancja D*(X):
D*(X)=0? = E(X - u)*) = E(X*) - E(X) (6.13)

Odchylenie standardowe D(X) = o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.
Moment rzedu | (/ =1, 2, ...) zmiennej losowej X wzgledem liczby c¢ jest okresla-
ny nastgpujaco:

Z (x, —¢) p, dla zmiennejlosowej dyskretne;j
k

4 (6.14)

J.(x —¢) f(x)dx  dla zmiennejlosowej ciaglej

Jesli ¢ = 0, to méwimy o momencie zwyklym. Moment zwykly pierwszego rzgdu
jest warto$cig Srednig ((6.11) lub (6.12)). W przypadku, gdy ¢ = 1, to mamy do czy-
nienia z momentem centralnym rzedu /. Moment centralny rzgdu drugiego jest wa-
riancja, a pierwiastek z niego jest odchyleniem standardowym.

Rozklad rownomierny (jednostajny). Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f{x)
w rozktadzie rownomiernym na odcinku [0, 1] jest rdéwna (rys. 6.3):

1 dla0<x<1
f(x)= (6.15)
0 w pozostatych przypadkach
A
Sx)
1
0 i o

Rys. 6.3. Gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu réwnomiernego

W przypadku dyskretnym, prawdopodobienstwo wylosowania kazdej z wartosci,
przyjmowanych przez zmienng losowa, jest jednakowe. W takim przypadku, zmienna
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x przyjmuje wartosci catkowite w zdefiniowanym przedziale. Przyktadem jest rozktad
wynikow rzutu jedna kostka: kazdy z szesciu wynikow ma to samo prawdopodobien-
stwo, rOwne 1/6.

W ogo6lnym przypadku, gdy zmienna losowa jest zdefiniowana w przedziale [a, b],
funkcja gestosci (6.15) jest okreslana nastepujaco:

1/(b—a) dlaa<x<bh
f(x)= (6.16)
0 w pozostatych przypadkach
natomiast dystrybuanta ma nastgpujgca postac:
0 x<a
F(x)=<(x—a)/(b—a) a<x<b (6.17)
1 b<x

Rozklad dwumianowy (Bernoulliego, ang. binomial distribution) opisuje liczbe
sukceséw k w N niezaleznych probach, z ktérych kazda ma to samo prawdopodobien-
stwo sukcesu p.

Jesli zmienna losowa X zostanie zdefiniowana, jako suma N zmiennych losowych:

N
X=>x,
i=1

z ktorych kazda moze przyja¢ wartos¢ 1 z prawdopodobienstwem p albo wartos¢ 0 z
prawdopodobienstwem 1 — p, to zmienna X moze przyja¢ kazda wartos¢ catkowity z
przedziatu <0, N>, przy czym prawdopodobienstwo, ze k sposréd N zmiennych X;
przyjmie warto$¢ 1, wynosi:

N _
fX(x)=P(X=k)=(kjpk(l—p)N K k=0,1,....,N;x=k, (6.18)

[N N!
gdzie =\
(k] KI(N —k)!

Jest to takze funkcja gestosci prawdopodobienstwa, przy zalozeniu, ze x = k.
Podobnie mozna wyznaczy¢ dystrybuant¢ zmiennej losowej X o rozkladzie dwu-
mianowym:

_ - N k N-k _
Fe(x)=) o P (I-p)" ", x=k (6.19)
k=0

Na ponizszych rysunkach (rys. 6.4a,b) sa pokazane funkcje gestosci prawdopodo-
bienstwa rozktadu dwumianowego dla N = 6 oraz p = 0,25.



192 Podstawy Modelowania Systemow
a) b)

Jx(x) Fiy(x)
0.35 0.9
0.3 0,8
0,25 0.7
02 0,6
’ 0,5
0,15 0.4
0,1 03
0,05 0.2

0 l . — 0,1 L L L L L

0 1 2 3 4 5 6 x 0 2 3 4 5 6 x

Rys. 6.4. Gestos¢ prawdopodobienstwa (a) oraz dystrybuanta (b) rozktadu dwumianowego;
N=6,p=0,25

Wartos¢ oczekiwana ($rednia) moze by¢ obliczona nastepujaco:
E,=N-p (6.20)

Rozklad Poissona jest pewnym rozszerzeniem rozktadu dwumianowego. Zmienna
losowa definiuje si¢ przy zalozeniu, ze wartos¢ 4 = N p > 0 jest stata, natomiast N
dazy do nieskonczonosci. Prawdopodobienstwo przyjecia przez t¢ zmienng wartosci k
(pmf(k)) jest okreslone za pomoca wzoru Poissona:

A

Ea

fX(x)zP(sz)zAllig}oP(XNzk)ze k=0,1,2, ... (6.21)
Wida¢, ze warto$¢ x = k, ktorg moze przyjmowac zmienna losowa, jest dowolng cat-
kowita liczba nieujemna. Zauwazmy takze, ze podobnie, jak w rozkladzie dwumiano-
wym, parametr A jest wartoscia oczekiwang zmiennej losowej (Srednig liczba zdarzen
w jednostce czasu).

Dystrybuanta jest okreslana nastepujaco:

© Ik

Fy(x) = e‘Z’; ,x=k (6.22)
k=0 "

Rozktad Poissona ma szerokie zastosowanie do modelowania réznych zdarzen,
ktore maja charakter policzalny: liczba nieprawidtowych produktow, liczba rozmow
telefonicznych prowadzonych w okreslonej jednostce czasu, liczba wypromieniowa-
nych czgstek w jednostce czasu i innych. W takim przypadku zmienna x we wzorach
(6.21), (6.22) ma znaczenie liczby zdarzen zachodzacych w zalozonej jednostce czasu.

Rozklad wykladniczy charakteryzuje si¢ nastepujaca funkcja gestosci prawdopo-
dobienstwa:
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fr(x)=4e*,x>0,1>0 (6.23)
oraz dystrybuantg:
Fy(x)=1-¢e™ (6.24)

Rozktad ten dobrze si¢ nadaje do modelowania zgloszen telefonicznych lub oceny
niezawodnosci. Jesli zmienna x reprezentuje czas, to rozklad ten opisuje prawdopodo-
bienstwo przej$cia uktadu z jednego z dwoch mozliwych stanéw w drugi w okreslo-
nym czasie. Jak widac¢, rozklad zalezy tylko od jednego parametru A, ktory opisuje
odstepy czasu pomigdzy kolejnymi zdarzeniami. Tym samym, wielko$¢ 1/1 oznacza
liczbg niezaleznych zdarzen, ktére maja zajs¢ w jednostce czasu. Jest to takze warto$¢
oczekiwana: Ex(x) = 1/A.

Przyklad 6.2. Czas oczekiwania na potgczenie telefoniczne jest zmienng losowa X o
rozktadzie wyktadniczym z warto$cig oczekiwang 10 s. Okreslié, jakie
jest prawdopodobienstwo, ze telefonujaca osoba bedzie czekala na pota-
czenie nie krocej niz 5 s i nie dtuzej niz 10 s.

Okre$lamy parametr A rozktadu. Warto$¢ oczekiwana wynosi: Ex(x) = 1/4 = 10, skad: 1 = 0,1.

Na podstawie (6.10), otrzymamy:

P(5<X<10)=F10)—F(5)=(1—e ™) —(l—e M) =e M —¢#2 =g 0I5 _ 70110

=e % —e1=0,239.

Rozklad Erlanga jest szczegélnie przydatny do reprezentacji zdarzen (na przy-
ktad, liczby rozméw telefonicznych), realizowanych w okreslonej jednostce czasu.
Wywodzi si¢ on z rozktadu wyktadniczego. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa
jest okreslana nastepujaco (x > 0):

//kak—le—ﬂ.x
R 6.25
=200 (6.25)
k=1 _—Ax n
a dystrybuanta: Fy(x)=1->° ()" (6.26)
o n!

gdzie: k=m — liczba naturalna (parametr ksztaltu), 4> 0 — parametr skali.

Warto$¢ oczekiwana:

Ey(x)= i (6.27)
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Rozktad Erlanga jest pewng wersja rozktadu gamma [14]. Jest on stosowany do sy-
tuacji, gdy analizowany proces jest podzielony na szereg k kolejno realizowanych faz i
kazda faza ma cechy rozktadu wyktadniczego z wartoscia oczekiwang 1/4 (rys. 6.5).

A A A
P i i U
\ \ \
L—><—> 4—»4—‘»
X1 X2 X X1

Rys. 6.5. Realizacja procesu Erlanga

Dla duzej wartosci k, rozktad Erlanga zbliza si¢ do wtasciwosci rozktadu normalnego.
Jest on czgsto stosowany do reprezentowania czasu potrzebnego do wykonania wielo-
etapowego zadania. [lustracja z rys. 6.5 moze dotyczy¢ kolejki, w ktorej pojawiajg si¢
klienci $rednio co 1/4 czasu, lub wieloetapowego systemu obstugi, gdzie $redni czas
obstugi na kazdym etapie wynosi 1/4.

Typowy rozktad Erlanga k-tego rzedu moze by¢ zilustrowany nastepujacym przy-
ktadem (rys. 6.5):

— niech n oznacza zdarzenie, ktore zachodzi w czasie ¢,;

— niech zmienne losowe xi, x», ..., Xx 0znaczaja odcinki czasu pomigdzy kolej-
nymi zdarzeniami; zaktadamy, Ze sg to zmienne losowe o rozktadzie wyktad-
niczym z parametrem A;

— niech N oznacza liczbe zdarzen w czasie ¢; jest to zmienna losowa o rozkta-
dzie Poissona;

W takim przypadku, do czasu # zajdzie k zdarzen:

=X +X + 4 X,.

Zmienna losowa # ma rozklad Erlanga k-tego rzedu z parametrem A. Prawdopodo-
bienstwo, ze w czasie t zajdzie k zdarzen jest okreslone przez funkcje (6.26).

6.3. Generowanie liczb losowych

Generowanie liczb losowych o zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa jest w sys-
temie komputerowym zadaniem trudnym, gdyz nie mozna w tym celu korzysta¢ z
rutynowo wykonywanych algorytméw, ktore, silg rzeczy powtarzaja zatozone czynno-
sci. W takim przypadku nalezy si¢ odwotywaé do losowych zjawisk fizycznych, ktore
wystepuja poza algorytmiczng strukturg komputera. Uproszczone podejscie do two-
rzenia przydatnych niby-losowych ciggow liczbowych polega na korzystaniu z itera-
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cyjnych algorytmoéw generacji liczb pseudolosowych. Baza do generacji liczb pseudo-
losowych o zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa jest zazwyczaj cigg takich
liczb: {u1, u, ...} o rozkladzie rownomiernym w przedziale [0, 1].

Generowanie liczb pseudolosowych o rozkladzie r6wnomiernym. Stosuje si¢ w
tym celu algorytmy liniowe lub nieliniowe. Przyktady algorytmoéow liniowych:

x, =(1176x, , +1476x, , +1776x, ;)mod(2* - 5) 62%)
x, =2"(x, ,+x, ,+x, ;+1)mod(2* —1629) '
przy zadanych warunkach poczatkowych.
Przyktady generatorow nieliniowych:
X, = (a/xn + b)modm
(6.29)

X, = (a(n +ny + bfl modm

przy zadanych warto$ciach parametréw a, b, n, no, m.

W przypadku generacji liczb pseudolosowych o zadanym rozktadzie, niekiedy
mozna bezposrednio korzysta¢ z definicji rozktadu. Na przyklad, analiza rozkladu
dwumianowego o funkcji prawdopodobienstwa (6.18) prowadzi do nastgpujacego
algorytmu:

1. Wygenerowaé zbior N zmiennych pseudolosowych U = {u, ua, ..., un}.

2. Okresli¢ liczbe x elementdow tego zbioru, dla ktérych spetniony jest warunek:

u; < p.
W rezultacie, x jest poszukiwang zmienng pseudolosowa o rozkladzie dwumianowym.

Najpopularniejszym sposobem generowania liczb pseudolosowych o zadanym roz-
ktadzie jest metoda odwracania dystrybuanty. Jesli znana jest dystrybuanta danego
rozktadu, to mozemy napisac:

F(x)=a — x,=F'(a) (6.30)

gdzie: o= u; jest liczba pseudolosowa o rozkladzie rownomiernym, F~'(a) - funkcja
odwrotna do F(x).
Metodg te uzasadnia si¢ nastepujaca relacja:

P(X <x)= P[F™(@) < x)= Pla < F(x)) = F(x) (6.31)

W celu korzystania z metody (6.30) nalezy wyznaczy¢ funkcje odwrotng do dys-
trybuanty, co niekiedy nie da si¢ przeprowadzi¢ doktadnie.

W przypadku rozkladu wykladniczego, funkcja odwrotna do dystrybuanty (6.24)
dana jest rownaniem:

x,=F'(u) = —%ln(l—ui) (6.32)
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Przyklad 6.3. Na rys. 6.4a jest pokazana funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkta-
du dwumianowego dla N = 6 oraz p = 0,25. Opracowac program do gene-
racji liczb losowych wedtug tego rozktadu dla tych samych parametrow.
Wygenerowaé duzg liczbe zmiennych losowych i na ich podstawie prze-
prowadzi¢ estymacje funkcji gestosci.

Program do generacji zmiennych losowych wedtug rozktadu dwumianowego zostat opracowany

w programie Matlab zgodnie z podanym algorytmem. Program ten jest zamieszczony ponize;j.

Generator pseudolosowy: rozklad dwumianowy
liczba punktéw i prawdopodobienstwo

3 g =2 de de

for k=1:m,
U=rand (N, 1) ;
xu=find (U<=p) ;
x1(k)=size(xu,l);
end;

for k=0:N,
d=find (x1==k) ;
if isempty(d), y(k+1)=0; else y(kt+l)=size(d,2); end
end;
y=y/m; % estymata gestos$ci prawdopodobienstwa
% pordwnanie funkcji gestosci i jej estymaty
x=[01 2 345 6];
P=[0.1780 0.3560 0.2966 0.1318 0.0330 0.0044 0.0002];

hold on;

stairs(x,P, 'b-"); grid;
plot(x,P,'r."); grid;
plot(x,y,'mo"); grid;

Do generacji pojedynczej zmiennej nalezy przyja¢ wartos¢ m = 1. Zmienna ta jest w programie
dostepna, jako x1(1), co na uzyskanym wykresie oznacza warto$¢ na osi 0x, dla ktorej wartosé¢
y = 1 (zaznaczone kotkiem) — rys. 6.6.

y
0.9t
0.8t
0,7t
0,61
0,5t
0,4f :
03F oo oo b
0,2
0,1t

Rys. 6.6. Generacja pojedynczej liczby losowej (warto$¢ x = 2)
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Na rys. 6.7 jest pokazana funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego oraz
jej estymata uzyskana w powyzszym programie w wyniku generacji m = 500 liczb losowych
odpowiadajacych temu rozktadowi. W tym przypadku okreslana jest warto$¢ srednia zmiennej
y (na rys. rys. 6.7 jest ona oznaczona kotkiem).

fix)

0,35 . 2

0’25 e P P :4

005_ ......... e N R -

Rys. 6.7. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i jej estymata (kotka)

Znajomos¢ funkceji (6.32) moze postuzyé do generacji liczb pseudolosowych we-
dhug dyskretnego rozkladu Poissona. W tym przypadku, pojedyncza liczba losowa x;
jest rowna liczbie warto$ci rozktadu wyktadniczego o $redniej réwnej 1, ktére dodane
razem przekraczaja warto$¢ oczekiwang rozktadu Poissona A. Stad powstaje nastepu-
jacy algorytm:

1.sum = 0; j =—1; % warunki poczatkowe

2. while (sum < 1),

3.y =u; z=-In(1-p);

4, sum = sum + z;

5 =j+1;

6. endwhile;
Wartos¢ j jest generowanag zmienng losowa o rozkladzie Poissona z parametrem A.
Zauwazmy, ze w kroku 3 zmienna z przyjmuje warto$¢ losowa wedlug rozktadu wy-
ktadniczego (6.32) o wartosci oczekiwanej (Sredniej) rownej 1.

Przyklad 6.4. Utworzy¢ program do generacji liczb losowych o rozktadzie Poissona dla
A=5, wedhug podanego algorytmu.

Program do generacji zmiennych losowych wedtug rozkladu Poissona zostal opracowany w
programie Matlab zgodnie z podanym algorytmem. Program ten jest zamieszczony ponizej. Zna-
kami % oznaczona jest czg$¢ programu zwigzana z generowaniem liczby losowej wedlug rozkta-
du Poissona.
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o

Generator pseudolosowy: rozklad Poissona
liczba punktdéw i prawdopodobienstwo
lambda=5;

m=500;

sm=1;

N=15;

o°

for k=1:m,
sum=0;

i=-1;

while (sum<=lambda),
u=rand (1,1);
z=-log (1l-u);
sum=sum+z;
J=9+1;

end;

x1(k)=3;

end;

o o o o° o° o o

o

for 1=0:N,

d=find(x1==1);

if isempty(d), y(1+1)=0; else y(l+l)=size(d,2); end
end;

y=y/m; % estymata gestos$ci prawdopodobienstwa

% pordwnanie funkcji gestosci 1 jej estymaty
x=0:N;

P=exp (-lambda) * (lambda."x) ./factorial (x); % funkcja gestosci dla N=15

hold on;

stairs(x,P, 'b-"); grid;
plot(x,P,'r."); grid;
plot(x,y, 'mo'); grid;

Pojedyncza liczba losowa jest generowana dla parametru m = 1, natomiast przyjmujac, na przy-
ktad m = 500, mozna uzyskac estymate funkcji gestosci prawdopodobienstwa (rys. 6.8). Jest ona
porownywana graficznie z doktadnymi warto$ciami tej funkcji, uzyskanymi zgodnie z (6.21).

Sx)
0,16
0,14
0,12

0,1
0,08
0,06
0,04

0,02

15

Rys. 6.8. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i jej estymata (kotka) — rozktad Poissona
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W przypadku rozkladu Erlanga, pseudolosowe liczby moga by¢ generowane na
podstawie pseudolosowych liczb uzyskanych dla rozkladu réwnomiernego wedlug
nastepujace;j relacji:

k
x, =F'(u,)~ —%ln(Hui) (6.33)
i=1

Przyklad 6.5. Utworzy¢ program do generacji liczb losowych o rozktadzie Erlanga dla
procesu 9-tego rzedu ze wspotczynnikiem A=2, wedhlug zaleznosci (6.33).

Ponizszy program do generacji zmiennych losowych wedlug rozkladu Erlanga z podanymi
parametrami zostal opracowany w programie Matlab.

Na rys. 6.9 jest pokazana funkcja gestosci prawdopodobienistwa utworzona na podstawie (6.25)
oraz jej estymata uzyskana na podstawie usrednionych warto$ci liczb pseudolosowych, gene-
rowanych zgodnie z (6.33).

Sx)

 — R —
15k

Oﬂs_u..”..HH.H”.H;H.””.HH..HH.H;H.H”.HH..”..W
0

0 5 10 . IS

Rys. 6.9. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i jej estymata (kotka) — rozktad Erlanga

o°

Generator pseudolosowy: rozklad Erlanga

o°

o°

liczba punktéw i prawdopodobienstwo

lambda=2;
m=500;
N=15;
k=9; % rzad rozktadu
y(1:N)=0;
for j=1:m,
u=rand(k, 1) ; % zmienne pseudolosowe

x=1;
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for i=1:k,
x=x*u(i,1);
end;
x=-1log (x) /lambda; % kolejna liczba pseudolosowa
l=ceil (x);
y(1)=y (1) +1;
end;

y=y/m; % estymata gestos$ci prawdopodobienstwa

% pordwnanie funkcji gestosci i1 jej estymaty

x=1:N;

P=exp (-lambda*x) * (lambda’k) .*x.” (k-1) ./factorial (k-1);
hold on;

stairs(x,P, 'b-"); grid;

plot(x,P,'r."); grid;

plot(x,y, 'mo"); grid;

Roézne systemy obliczeniowe, jak Matlab, Excel i inne, maja gotowe instrukcje do
generacji liczb pseudolosowych o typowych rozktadach prawdopodobienstwa. W blo-
ku toolbox STATS programu Matlab zawarta jest bogata biblioteka takich funkcji.

6.4. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo (MC) zostata opracowana, jako narz¢dzie numeryczne do esty-
macji réznych parametrow procesow stochastycznych (np. warto$ci oczekiwanej) na
podstawie ich realizacji w warunkach rzeczywistych lub symulowanych [28]. Jej po-
wstanie taczy sie ze znanym projektem Manhattan podczas II-giej Wojny Swiatowe;,
zwigzanym z budowa bomby jadrowej. Pomyst tej metody wigze si¢ z polskim mate-
matykiem Stanistawem Ulamem, ktory pracowal w projekcie [49].

Metoda MC jest zazwyczaj ilustrowana przyktadami zwigzanymi z obliczaniem ca-
tek oznaczonych. Zaldézmy, Ze nalezy oszacowaé warto$¢ catki funkcji flx) w prze-
dziale [a, b], co zapisujemy nastepujaco:

S = j £(x)dx (6.34)

Wartos¢ calki jest rowna polu wyznaczonemu przez funkcje f(x), co mozna takze
obliczy¢, jako pole pod wartoscig Srednig tej funkcji w granicach catkowania (rys.
6.10), a zatem:

ff(x)dx

Sav
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S=(b-a)f, (6.36)

Warto$¢ $rednig mozna estymowac statystycznie przez wyznaczenie wartosci
funkcji f{x) w N punktach wybranych wedtug rozktadu réwnomiernego:

N
D)

S =" N (6.37)

co pozwala oszacowa¢ warto$¢ obliczanej catki:

N
D fx,)

S =(b—a)":lT (6.38)

Rys. 6.10. Ilustracja sposobu obliczania catki oznaczonej

Stosujgc do obliczen standardowe procedury nalezy zauwazy¢, ze zazwyczaj funk-
cja przeznaczona do generacji liczb pseudolosowych wyznacza te liczby w przedziale
[0, 1]. Nalezy wigc przeskalowaé otrzymany zbidr liczb pseudolosowych do przedzia-
hu okreslonego przez granice catkowania. W odniesieniu do przyktadu z rys. 6.10
mozna zastosowac nastgpujaca procedurg:

x=a+(b-a)x,, (6.39)
gdzie xo jest wektorem liczb pseudolosowych w przedziale [0, 1].

Przyklad 6.6. Stosujac metodg MC obliczy¢ warto$¢ podanej catki
1

= j F(x)dx = j xe*dx
-2

-2
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W obliczeniach begdziemy si¢ postugiwaé programem Matlab. Ustalamy liczbe generowanych
punktow N = 100. Losowe wartosci w przedziale [-2, 1] o rozktadzie rownomiernym sa usta-
lane nastepujaco:

x = a + (b-a).*rand(N,1);

gdzie:a=-2,b=1.

W powyzszej instrukcji x jest wektorem zawierajacym argumenty funkcji podcatkowej:

S(x)=xe*
Pely tekst programu jest nastepujacy:

o°

Obliczanie calki metoda Monte Carlo 1

o

rzedzial:

—Zi

1;

O o o
[ o]

=

iczba punktow
100;
a + (b-a).*rand(N,1);

X =z de
I

% funkcja
f=x.*exp(x);
% srednia
sr=mean (f) ;

S=(b-a) *sr,

plot(x,f, 'b.");
line([a b], [sr sr]);
grid;

o

% rzeczywista wartosc:
S1=(b-1) *exp (b) - (a-1) *exp (a) ,

W wierszach:
% funkcja
f=x.*exp (x);
% srednia
sr=mean (f) ;

okreslane sg wartosci funkcji podcatkowej dla argumentow z wektora x oraz obliczana jest
warto$¢ srednia. Wyniki tej czeSci programu sg pokazane na rys. 6.11.

W wyniku obliczen otrzymujemy estymate catki S = 0,343329818074488, podczas, gdy do-
ktadna warto$¢ wynosi: S, = 0,406005849709838.

W zaleznosci od formy dostepnych danych, zadanie to moze by¢ modyfikowane. Na przyktad,
zaktadamy, ze funkcja f(x) jest dostepna w regularnych odstepach, natomiast jej wartosci sg
losowe 1 spetniaja rozktad normalny z odchyleniem standardowym rownym o = 0,1. Funkcja
podcalkowa bedzie wowczas okreslona nastgpujgco:

f(x) = f,(x)+0,05 randn(x),
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gdzie: f » (x) = xe™, randn(x) — funkcja generujgca liczby losowe o rozkladzie normalnym w
liczbie, okreslonej przez wektor x.
3 T T T T T

2,51

°p

® 0 we we

-1,5

0000 ® oon o0 en e
1

-1 0,5 0

Rys. 6.11. Przebieg funkcji podcatkowej na podstawie losowych argumentéw

Przebieg uzyskanej funkcji jest pokazany na rys. 6.12.
3

2,5f : : : : o

S .
0 : : : - :
- o ¢ o .o’.:.' X

o’ """"o‘-.‘o:.' e’ ® ‘-‘.“.o.f-' o~
-0,5 h ®e L

2 -1,5 -1 0,5 0

0,5 1
Rys. 6.12. Przebieg funkcji podcatkowej o losowych wartosciach

W wyniku obliczen otrzymujemy estymatg catki S = 0,436051697513460. Tekst programu jest
zamieszczony ponizej.

o°

o°

o

o o

Obliczanie calki metoda Monte Carlo

przedzial:
_2;
1;
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% liczba punktoéw
N = 100;
sigm=0.05;

dN= (b-a) /N;
x=0:N;
xa=a+x*dN;

% funkcja

f=xa.*exp(xa);
fa=f+sigm.*randn(1,N+1);

o

% srednia
sr=mean (fa) ;

S=(b-a) *sr,

plot (xa, fa,'b.");
line([a b], [sr sr]);
grid;

% rzeczywista wartosc:

S1=(b-1) *exp (b) - (a-1) *exp (a),

Zauwazmy, ze doktadno$¢ estymacji zalezy od rodzaju funkcji podcatkowej. Gwat-
towne zmiany funkcji (takze na granicach przedziatu) nie sprzyjaja jakosci estymacii.

Przyklad 6.7. Stosujac metode MC obliczy¢ wartos¢ liczby n. Wykorzystac relacje
pomiedzy polem okregu i polem wpisanego w okrag kwadratu.

Tlustracja tego problemu jest pokazana na rys. 6.13.

N
N

Rys. 6.13. Przebieg funkcji podcatkowej o losowych wartosciach

Poréwnujac pola obu figur, otrzymamy:

=Sk _ ﬁ = — (niezaleznie od dtugosci promienia), skad:
S, R 7 £0sC1p , Skad:
S S-S S
ﬂ_:i:4 0:4(k no):4{1_ij
p Sk Sk Sk
gdzie: S, — pole okregu; Sy — pole kwadratu; Sy, jest polem obszaru migdzy kwadratem i okre-
giem.

Do estymacji tej warto$ci metodga MC mozna zaproponowaé nastgpujacy schemat postepowania.
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1. Generujemy N par niezaleznych liczb losowych x;, y; w przedziale [-1, 1] o rozktadzie
rownomiernym, ktore traktujemy jako wspotrzgdne punktéw lezacych w kwadracie o boku
2R.

2. Liczymy liczbe punktow lezacych poza okregiem. Sg to te sposrod wygenerowanych punk-
tow, ktore spetniajg warunek:

Fyrs>1,i=1,2,..,N

Tekst programu w kodzie Matlab jest nastgpujacy:

Obliczanie liczby pi metoda Monte Carlo

liczba punktoéw
= 100;

Z o0 9 oP

o

generacja liczb pseudolosowych
= -1+2*rand (N, 1) ;

= -1+2*rand (N, 1) ;

l=x.*x+y.*y;

WX

o

5 warunek
kx=find(x1>1),
p=size (kx,1),

e pi=4*(1-p/N),

plot(x,y, 'b."); grid;

Na rys. 6.14 pokazane jest rozmieszczenie punktow uzyskane po uruchomieniu programu. Przy
liczbie punktow N = 100 uzyskano przyblizenie liczby © = 3,24. Wynik ten w duzym stopniu
zalezy od liczby punktow: dla N = 10000 mozna otrzymac 7t ~ 3,1468.

1

0,8
0.6
0,4
0.2

01

0,21

~0,4

0,6

0.8k

I i I ; I I I
-1-08-06-04-02 0 02 04 06 08 1

_1'

Rys. 6.14. Tlustracja do programu estymacji liczby 7
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Kolejny przyktad ilustruje bardziej praktyczny problem.

Przyklad 6.8. Stosujac metode MC obliczyé mase, Srodek cigzkoSci oraz moment iner-
cji krazka z otworem, jak na rys. 6.15. Przyjac nastepujace parametry ba-
danego obiektu: R =1, R, =0,2,d=0,5, p=1 (g¢stos¢ materiatu).

A
y

R,

QU

Rys. 6.15. Widok badanego krazka

Zadane w zadaniu wielkosci sa definiowane nastepujaco (przyjmuje sie, Ze gesto$¢ materiatu
krazka moze by¢ niejednorodna):

- masa kragzka: M = J. I p(x,y)dxdy ,
S

- §rodek ciezkosei: Xy = ﬁ”x p(x,y)dxdy, Yy = ﬁ ” yp(x,y)dxdy,
S S

- moment bezwladnosci: J = ”(xz + y2 )p(x, y)dxdy .

S
W powyzszych wzorach zaktada sie, Ze zmienne x, y wyznaczajg wspotrzedne lezace w mate-
riale krazka o powierzchni S, ktory obraca si¢ wokot osi Oz.
Przechodzac do dyskretnych postaci powyzszych wyrazen zauwazymy, ze obszar krazka moze
by¢ podzielony na N matych elementow, ktorych masa przyjmuje wartosc:

S
m; = ﬁ/’(xjayj) = P(va’)d’Cdy‘

X=X5,V=Vjs
gdzie: S'= n(Rlz - R22)

Wobec tego, otrzymamy:

N
- masa krazka: M ZEZP(Xj,)/j),
N5
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, o s X s X
- $rodek cigzkosci: X, =Wzlxjp(xj,yj), Y =Wzlyjp(xj,yj),
= J=

, sy
- moment bezwladnosci: J = N zl(sz + y]2- )p(x Vi)
] =
przy czym, indeks j odnosi si¢ do wspotrzgdnych (x;, y;), ktore wskazujg punkty mieszczace si¢
na krazku, z pominigciem powierzchni wewnatrz okregu o promieniu R,.
Nastgpujaca procedura w programie Matlab zapewnia rozwigzanie zadania wedtug metody MC.

% parametry zadania:

N 100000; % liczba punktow
ro = 1; % gestosc materialu
R1 = 1;

R2 = 0.2;

d = 0.5;

S = pi* (R1*R1-R2*R2) ;

YO = O;

% petla

M=20; X0 =20;J=0;

j=07

while j < N,

% generowanie liczb pseudolosowych

x = R1*(2*rand(1)-1);

y = R1*(2*rand(1l)-1);

% warunek

if ((norm([x,y],2) < Rl) & (norm([x-d,vy],2) > R2)),
M = M+ro;
X0 = X0+x*ro;

J = J+ (x*x+y*y) *ro;
j o= 3+1;
end;
end;
M = S*M/N,
X0 = S*X0/N,
J = S*J/N,
Uzyskane rezultaty:
N=1000, M= 3,0159, Xo=-0,0593, J=1,5464;
N=100000, M= 3,0159, Xo=-0,0673, J=1,5345.

Korzystajac z ogdlnych regut obliczania momentu bezwladnosci’®, mozna analitycznie wyzna-
czy¢ jego wartosc¢ dla rozpatrywane;j figury (dla jednorodnego materiatu):

J ="2/’(R14 oy —2R22d2),

co, dla przyjetych parametrow, daje nastepujaca wartosé: J = 1,5369.
Wprawdzie w zadaniu rozpatruje si¢ problem momentu bezwladnosci plaskiej figury, to zala-
czony program mozna takze stosowaé¢ do walca o dowolnej dtugosci o rozpatrywanym prze-

56 Na przyktad: https://pl.wikipedia.org/wiki/Moment_bezwladnos$ci
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kroju. W takim przypadku, dlugo$¢ walca nalezy uwzgledni¢ w proporcjonalnym zwigkszeniu
gestosci p (kg/m?). Podobnie, przez odpowiednia zmiane polozenia d oraz promienia R, wycie-
tego okregu (rys. 6.15), powyzsza procedura moze shuzy¢ takze do obliczania momentu bez-
wladnosci J (kg-m?) pelnego walca (R, = 0) lub walca wydrazonego w $rodku (d = 0).

Metoda MC nie jest stosowana do standardowych obliczen, gdy zadanie jest dobrze
zdefiniowane: model analizowanego procesu jest w petni okreslony za pomoca zalez-
no$ci deterministycznej. Jej stosowanie jest uzasadnione raczej w przypadkach prze-
ciwnych: gdy analizowane zjawisko (funkcja, proces) nie jest w petni okreslone za
pomoca zalezno$ci matematycznych, natomiast mozna je opisa¢ za pomoca dostep-
nych danych statystycznych.

6.5. Modele deterministyczne czy stochastyczne?

Powyzsze pytanie jest wazne przynajmniej w dwoch aspektach:
—  jaki charakter maja zjawiska zachodzace w Naturze (a tym samym, w technice)?
— jakiego charakteru model nalezy zastosowa¢ do opisu tych zjawisk?

W odniesieniu do pierwszej kwestii ciagle tocza si¢ spory, ktore barwnie ilustruje
stynna wypowiedz A. Einsteina’’: ,Bog nie gra w kosci”, ktoéra byta jego komenta-
rzem w odniesieniu do umacniajgcej si¢ probabilistycznej interpretacji réwnania funk-
cji falowej Schrodingera, ktore jest podstawa mechaniki kwantowej. Wielki sukces tej
teorii w opisie zjawisk fizycznych wydawat si¢ przesadza¢ sprawe na korzy$¢ wiasnie
probabilistycznego podejscia do matematycznego opisu zjawisk. Ta interpretacja jest
ostatnio poddawana w watpliwo$¢ (co do jej rzeczywistej uniwersalnosci) w zwiagzku
Z nowymi osiggnigciami matematyki, zwigzanymi w szczegolnosci z teorig determini-
stycznych uktadoéw chaotycznych (teorig systemow dynamicznych) oraz fizyki — w
zwiazku z kryzysem wywotanym wykryciem nowych zjawisk, ktére, jak dotychczas,
nie znalazly stosownych interpretacji teoretycznych (ciemna materia, ciemna energia).
Takze w obliczu postepéw w biologii, formutowane sg pytania, czy dotychczasowa
fizyka (w tym, mechanika kwantowa) potrafi opisa¢ procesy zwigzane z wysokim
stopniem samoorganizacji, ktorego przejawem jest fenomen zycia, $wiadomosci, czy
tez inteligencji?

Problem zwigzany z drugim pytaniem ma charakter techniczny i gléwnie skupimy
si¢ wlasnie na nim. Jest on zwigzany ze sposobem odzwierciedlenia w modelu nie-
pewnosci danych, jego parametrow oraz szczegdlowych zalezno$ci. Przyjmuje sie, ze
modele deterministyczne nie odzwierciedlaja tak rozumianej niepewnosci — co najwy-

57 Ta uwaga znalazla sie w liscie do Maxa Borna z 1926 roku: ,,Ta teoria daje wiele (mowa
o mechanice kwantowej), ale wcale nie przybliza nas do poznania tajemnicy Stworcy. W kaz-
dym razie ja jestem przekonany, ze On nie gra w kosci”. — Na podstawie: PENROSE R., Nowy
umyst cesarza. O komputerach, umysle i prawach fizyki. Wydawnictwo Naukowe PWN. War-
szawa 2000.
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zej, moga uwzglednia¢ bledy w postaci szuméw lub przewidywanych odchytek po-
miarowych. W takim przypadku mozna mowié¢ o rozszerzeniu modeli deterministycz-
nych na obszar niepewnosci przez stosowanie odpowiednich technik estymacji (oce-
ny) w procesie identyfikacji parametréw modeli, np. maja tu zastosowanie rézne for-
my metody najmniejszych kwadratow. Problem ten jest zazwyczaj podnoszony, jako
glowny czynnik, przemawiajacy za stosowaniem modeli probabilistycznych, w kto-
rych niepewnos$¢ (danych, parametréw procesu, charakteru procesu) moze by¢ opisana
1 wlgczona do algorytmu tworzenia modelu i przez to nadzorowana. Innym czynni-
kiem przemawiajacym za stosowaniem modeli probabilistycznych jest rozmiar zada-
nia. W tym przypadku zaktada sig, ze pojedyncze relacje w ztozonym procesie sg do-
brze znane i opisane wedlug deterministycznych regut. Jednak ich wielka liczba unie-
mozliwia podazanie za $ledzeniem catego procesu, wyciaganiem ogoélnych wnioskow,
czy tez okreslenie tendencji badz dynamiki w praktycznie dostepnym czasie. W takim
przypadku pomocne moze by¢ podejscie probabilistyczne, w ktorym pomijane sg jed-
nostkowe relacji, a w ich miejsce wprowadzane sa uogoélnione parametry i zaleznosci,
uzyskane na podstawie wiarygodnych charakterystyk stochastycznych.

Powyzsze zagadnienie nie moze by¢ zatem jednoznacznie rozstrzygniete. W prak-
tycznych sytuacjach stosuje si¢ jedno z ukazanych powyzej podejsé, przy tym, przy
jego wyborze mozna kierowaé si¢ nastepujagcymi wskazowkami, ktére w skrétowy
sposob charakteryzuja oba rodzaje modeli.

Modele deterministyczne:

- charakteryzuja si¢ dokladna znajomoscia przebiegu opisywanego procesu i
znajomoscig zwigzanych z nim parametrow: odpowiedz uktadu jest w pehni
okreslona przez jego parametry oraz warunki poczatkowe;

- moga by¢ nadzorowane (kontrolowane) przy wystapieniu ztozonych sytuacji,
charakteryzujacych si¢ konieczno$cia podejmowania wielu decyzji czastko-
wych z uwzglednieniem dobrze zdefiniowanych ograniczen;

- nadzorowany system ma niewiele wejs¢ (wymuszen), ktore maja niepewny
character (sa zle zdefiniowane);

- rezultaty przebiegu i kontroli obserwowanego procesu mogg by¢ tatwo inter-
pretowane;

- obserwacja przebiegu procesu pozwala poprawia¢ wstepnie zdefiniowany mo-
del.

Modele probabilistyczne:

- charakteryzujg si¢ wystgpowaniem wielkosci wejsciowych (wymuszen), ktore
maja niepewny character, co oznacza, ze zmieniajg si¢ w nieprzewidywalny
sposob: jednakowe wymuszenia i warunki poczatkowe moga prowadzi¢ do
roznych odpowiedzi uktadu;

- wystepujaca niepewnos¢ co do wymuszen oraz parametréw modelu moze by¢
opisana za pomocg probabilistycznych charakterystyk;
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- obserwowany proces jest zazwyczaj zlozony, o niejasnych zaleznosciach po-
mi¢dzy wymuszeniami i jego przebiegiem, natomiast dostepne s3 rezultaty
wielokrotnej jego realizacji.

<w opracowaniu>

6.6. Zadania

6.1. Na podstawie przyktadu 6.1 wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej, ktora przyjmuje war-
tosci rowne sumie oczek w trzykrotnym rzucie kostkg. Wykresli¢ dystrybuantg tej
zmiennej. Obliczy¢ prawdopodobienstwo:

a) P(7<X<12); b) P(11 <X <17); ¢)P(14<X<18); d)PR<X<12);
e) P(X <12); ) P(X<L17); g) P(14 <X); h) P(6 < X).

6.2. Narysowac przebiegi funkcji masy prawdopodobienstwa (pmf) rozkladu Poissona dla
parametru A =4, 6, 10.

6.3. Zalozmy, ze czas obstugi kierowcow w stacji benzynowej ma rozklad wyktadniczy o
wartoéci oczekiwanej Ey [min]. Okresli¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kierowca
bedzie czekat nie wigcej niz b [min] przy nastepujacych danych:
a)E,=5,0,b=3; b)E,=4,0,b=3; ¢)E.=50,b=1;, d)E.=6,0,b=3;

e) Ex=4,0,b=2; )E=4,0,b=5;, g E.=50,b=2; h)E.=6,0,b=4.
(Postuzy¢ si¢ wynikami przyktadu 6.2).

6.4. Powtorzy¢ obliczenia z zadania 6.2 przy zatozeniu, ze obstuga kierowcoéw jest dwueta-
powa (napetnianie zbiornika i optata w kasie), a proces ma charakter rozktadu Erlanga.

6.5. Stosujac metode MC obliczy¢ wartos$¢ catki z podanej funkcji w granicach wyznaczo-
nych przez jej miejsca zerowe. Poréwna¢ wynik z warto$cia rzeczywista. Wykonaé od-
powiednie ilustracje graficzne. Obliczenia powtorzy¢ przy tej samej i zmienionej liczbie

punktow.

a) y=2x"—5x-21; b) y=x>-5x-26; ©) y=—2x"+5x+19;
d) y=2x>+5x-21; e) y=3x>—5x-26; f) y=-2x"—5x+19;
g) y=-2x>+5x+21; h) y=x2+5x—26; i) y=—2x2—5x+14.

6.6. Na podstawie przyktadu 6.7 opracowac program do obliczania liczby 7 wedlug metody
MC, stosujac relacje pomiedzy okregiem i prostokatem, jak na podanym rysunku. Wyko-
nac obliczenia dla podanych wymiaréw prostokata.
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6.7.

6.8.

a
a)a/b=2,5; b)ab=2,5; ¢)a/b=2,5; d)a/b= 0,5(1 + \/g),
e)a/b=1,25; b)ab=5,0; f) a/b =4,0; g)a/b= \/3
Powtorzy¢ przyktad 6.7 przy zatozeniu, ze kwadrat jest wpisany w okrag. Wymaga to
generacji liczb pseudolosowych w polu kota, do czego mozna zastosowaé wspotrzedne
biegunowe o losowych warto$ciach.
Zmodyfikowaé program z przyktadu 6.8 tak, aby obliczy¢ moment bezwtadnosci potowy
okregu wzgledem osi 0z (poming¢ okrag wewnetrzny: R, = 0). Poréwnaé wynik z rezulta-
tem formuty analitycznej:
J=0,251(R)*.






7. MODELE ZALEZNE OD ZDARZEN

7.1. Wprowadzenie

W systemach zaleznych od zdarzen, wyzwalanie okreslonego zachowania si¢ uktadu
jest inicjowane przez dyskretne zdarzenia. Modelowanie takich sytuacji ma na celu
symulacyjng analiz¢ procedur postepowania (dzialania dynamiki uktadu w przypadku
wystapienia inicjujacych je zdarzen. Typowym przyktadem takiego uktadu jest kolej-
ka, ktora dziata na zasadzie ‘pierwszy przyszedt, pierwszy obstuzony’ (ang. first-in-
first-out — FIFO). Sposob obstugi kolejki moze by¢ takze inny, np. ‘ostatni przyszedt —
pierwszy obstuzony’ lub moze dziata¢ na zasadzie okreslonych preferencji. Czas po-
miedzy poszczegodlnymi zdarzeniami moze by¢ bardzo r6zny.

Kolejkowanie jest terminem odnoszacym si¢ do sposobu obstugi kolejek, rozumia-
nych jako szeregowanie zadan wymagajacych obstugi. Zagadnienie to stalo si¢ nie-
zmiernie wazne z chwilg powstania ztozonych systeméw, w ktorych okreslone ustugi
(urzadzenia) sa wykonywane (stosowane) w réznych procesach (przez wielu klien-
tow). Przyktady sa dobrze znane: systemy komunikacyjne, systemy komputerowe,
tasmy montazowe, ruch uliczny i inne. Niektore z nich sg zebrane w Tabeli 7.1.

Tabela 7.1. Przyktady systemow zaleznych od zdarzen

System Elementy/zdarzenia Atrybut Zadanie
Ruch uliczny Samochody Predkosc i odleglosé Jazda
Bank Klienci Stan konta Whlata/wyptata
System telefoniczny Rozmowy Dlugos¢ rozmowy Potaczenie
Sklep Klient Zakupy Obstuga kasowa
Kontrola jakosci Wyroby Jakos$é Kontrola
System produkcji Produkty Zamoéwienia Realizacja zamowien
Obstuga ruchu lotniczego | Samolot Przepustowos¢ sektora | Dostep do sektora

Przy analizie systemow zaleznych od zdarzen nalezy, w szczegdlno$ci oszacowac
dwa podstawowe parametry:
— ilu zdarzen (wyzwalajacych dziatanie systemu) nalezy si¢ spodziewaé w okre-
slonym przedziale czasowym,;
— jak dlugi moze by¢ okres czasu pomiedzy dwoma kolejnymi zdarzeniami.
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Z samej natury tych pytan wnioskujemy, ze mamy tu do czynienia z procesami lo-
sowymi, ktore nalezy opisywa¢ w kategoriach probabilistycznych. Systemy kolejkowa-
nia naleza do szerokiej grupy zagadnien okreslanych wspolnym terminem badania ope-
racyjne, ktore nalezg do zakresu informatyki. Ze wzgledu na charakter zastosowania
takich systemow, uzywany jest tez termin systemy obstugi masowe;j.

Problemy obstugi kolejek sa bezposrednio zwigzane z zagadnieniem kosztow reali-
zowania okreslonych proceséw (zadan). Gdy w systemie wystgpuje wiele takich sa-
mych procedur; ich liczb¢ mozna ograniczy¢ przez odpowiedni podziat zadan, ktore sg
do wykonania. Mamy tu do czynienia z dylematem: koszt — szybkos¢ wykonania (ob-
stugi). Problem ten jest ogo6lnie znany: jazda samochodem w zatloczonym miescie,
nadawanie listu poleconego na poczcie, zgloszenie si¢ do lekarza i w wielu innych
sytuacjach. W niektorych przypadkach sposob rozwigzania tego problemu moze decy-
dowaé¢ o przydatnosci calego systemu, dlatego optymalizacja rozwigzania jest waz-
nym, praktycznym zagadnieniem. Ze wzgledu na jego ztozonos¢, najczesciej nie moz-
na tu zastosowa¢ metod analitycznych. To sprawia, ze rosnie zainteresowanie meto-
dami symulacji komputerowe;.

Strumien Algorytm  Urzadzenia
wejsciowy obshugi obstugi a)
zdarzenia > >
Kolejka Serwer
b)
Serwer
zdarzenia > Q Q Q >
Kolejka Serwer
Serwer
©)
~( (). >
Kolejka Serwer
zdarzenia
soloNe NSRS
Kolejka Serwer
=~ ). g
Kolejka Serwer 1

Rys. 7.1. Przyktady organizacji systemow kolejkowych
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Systemy obstugi masowej sg opisywane za pomocg trzech pojec (rys. 7.1).

— Strumien wejsciowy jest tworzony przez uporzadkowany zbior zdarzen wejscio-
wych. Jest on okreslony przez rozktad prawdopodobienstwa diugosci okresow
czasu pomiedzy kolejnymi zdarzeniami oraz przez liczbe jednostek, ktore moga
si¢ pojawi¢ jednoczesnie. Wyjsciowym zatozeniem jest przyjecie, ze przedziaty te
sa Scisle zdeterminowane lub, ze sg losowe.

— Procedura obstugi kolejki opisuje sposéb wyboru oczekujacych zgtoszen do ob-
stugi. Moga tu by¢ stosowane rézne rozwigzania, jak:

— wspomniana juz zasada ‘pierwszy przyszedt — pierwszy do obstugi’ (FIFO);

— zasada: ‘ostatni przyszedt — pierwszy do obstugi’ (ang. last in first out — LIFO);

— losowy wybor do obstugi (ang. selection in random order - SIRO);

— wybor na zasadzie preferencji, np. zadania o krotkim czasie obstugi sg wybie-
rane czegsciej.

Kolejka moze by¢ charakteryzowana przez rozmaite wskazniki, jak: $redni czas

oczekiwania, $rednia i rzeczywista liczba oczekujacych, liczba miejsc w kolejce

(ograniczona lub nieskonczona) i inne.

— Urzadzenie obstugi jest charakteryzowane przez liczb¢ i konfiguracje kanatow
obshugi, przyjety rozktad prawdopodobienstwa odnoszacy si¢ do czasu obstugi
jednego zgloszenia lub liczby obstuzonych jednostek w odcinku czasu (wydaj-
nose).

Oznaczenia stosowane do opisu systemow kolejkowych.
N(%) — liczba oczekujacych na obstuge, tacznie z obstugiwanym (liczba jednostek w

systemie), okreslona w chwili 7.

N, — $rednia dtugosc¢ kolejki do chwili #:

N, =1jN(r)dr (7.1)
ZO

N =1lim N, - $rednia dlugos¢ kolejki w ogdle.

—>w
a(t) — liczba zgloszen do momentu ¢.
A — $rednia liczba zgtoszen do chwili #:

A = “?) (7.2)

A =1im 4, - §rednia liczba zgloszen w ogole.

t—x

T: — $redni czas realizacji zadania w systemie:

1 a(r)

- ST, 73
&l (7.3)
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T: — czas obstugi i-tego zgloszenia w systemie.
T =lim7; - ogodlny czas dzialania systemu.

—>0

Dla dowolnego systemu kolejkowego zachodzi relacja:
N=AT (7.4)

W przypadku, gdy zdarzenia w strumieniu wejsciowym rzadza si¢ rozktadem Pois-
sona (6.21):
L
fr(X)=P(X=k)=lim P(X, =k)=¢*",k=0,1,2, ...,
N—e k!
k — oznacza liczbe zdarzen (klientow), ktore mogg wystapi¢ w jednostce czasu, nato-
miast parametr rozkladu A jest $rednig liczbg zdarzen w jednostce czasu.

Nalezy rozr6zni¢ oznaczenia stosowane w rozdz. 6 w odniesieniu do réznych roz-
ktadéw prawdopodobienstwa, od ich oznaczen w przypadku okre§lania parametrow
kolejki lub obstugi. Na przyklad, jesli czas obstugi opiszemy rozktadem wyktadni-
czym, to zalezno$¢ (6.23) zapiszemy w postaci:

fy()=pe ™ ,x>20, u>0,

gdzie i oznacza intensywnos$¢ obstugi (liczba obstuzonych jednostek w czasie), nato-
miast 1/ i jest srednim czasem obslugi. W takim przypadku, prawdopodobienstwo
obshlugi zdarzenia w czasie [¢1, 2] Wynosi:

t
P(t,<T<t,)= j pe iy =M — M (7.5)

4

7.2. Klasyfikacja systemow kolejkowych

W celu uporzadkowania opisu systemow kolejkowych wprowadzono oznaczenie,
ktore zaproponowat D. Kendall:
1/2/3/4/5...,
gdzie:
Parametr 1 — symbol rozktadu strumienia zgloszen:
M — markowski (rozktad Poissona) czas zgloszenia;
D — deterministyczny czas zgloszenia;
E;—rozktad Erlanga rzedu /.
Parametr 2 — symbol rozktadu czasu obstugi:
M — markowski (rozktad Poissona) czas obstugi;
G — dowolny rozktad obstugi;
D — deterministyczny czas obstugi.
E;—rozktad Erlanga rzedu /.
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Parametr 3 — liczba stanowisk obstugi.

Parametr 4 — liczba miejsc w systemie (stanowiska obstugi + kolejka): jesli liczba jest
nieskonczona, parametr jest pomijany.

Parametr 5 — liczba Zrodet strumienia zgloszen.

Na przyktad, zapis: M/M/1 oznacza system z pojedynczym kanatem obstugi, w kto-
rym zgloszenia i obsluga maja rozktad Poissona (jest to nawigzanie do tzw procesu
Markowa, gdy kolejne zdarzenia losowe zaleza od standw biezacych, a nie zaleza od
stanow przesztych).

(Sprawdzi¢: Bogustaw Filipowicz, Modele stochastyczne w badaniach operacyjnych,
WNT, Warszawa, 1996, str. 27)

Brak symbolu na ktorej$ pozycji oznacza, ze liczba zgloszen nie jest limitowana, lub,
ze obowigzuje zasada FIFO obstugi kolejki.

7.3. Przyklady systemow kolejkowych

7.3.1. System M/M/1

Charakterystyka systemu:
— zgloszenia: proces Poissona z intensywnos$cia A ($rednia liczba nowych zglo-
szen w jednostce czasu);
— czas obstugi: rozktad wyktadniczy z parametrem 4 ($rednia liczba obshuzo-
nych jednostek w czasie);
— pojedyncze stanowisko obstugi;
— czas obshugi nie zalezy od czasu odstepu migdzy zgloszeniami;
— nieskonczona kolejka, stad, jest to system M/M/1/co.
Parametry systemu:
Wspdtczynnik wykorzystania (intensywnos¢ ruchu):
p=" (7.6
7]
Zauwazmy, ze warunek stabilnosci systemu kolejkowego wymaga, aby: p < 1, co
oznacza, ze: intensywnos¢ obstugi (1) > intensywno$¢ zgloszen (A). Mozna to takze
zapisa¢ wzgledem czasu: $redni czas obshugi (1/x) < $redni czas zgloszen (1/1).
Dziatanie rozpatrywanego systemu kolejkowego jest zazwyczaj ilustrowane za
pomocy grafu przeptywowego (rys. 7.2), w ktorym wezly reprezentujg stany systemu,
przy czym, numer stanu n oznacza liczbe¢ jednostek, znajdujacych si¢ w systemie (su-
ma jednostek w kolejce oraz obstugiwanych). Stan zerowy oznacza, ze w systemie nie
ma zadnych jednostek. Oznaczmy przez p, prawdopodobienstwo, ze w systemie znaj-
duje si¢ n jednostek:
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p,=P(X =n) (7.7)

Zauwazmy, ze stan n moze by¢ osiagnigty, gdy w stanie n — 1 pojawi si¢ zglosze-
nie na wejsciu (parametr A1) lub, gdy w stanie » + 1 obstugiwana jednostka opusci
system na wej$ciu (parametr ). Na podstawie schematu z rys. 7.2, dla kolejnych sta-
néw mozemy napisa¢ nastgpujgce rownosci:

n=0: Ap,= up
n=1: Apy+up, =(u+2A)p,
n=2: Api+ups=(pu+A)p, (7.8)

n>1: ]‘pn—l tUp,g = (/,l + ﬂ’)pn

Dla kolejnych stanow otrzymamy:

A
dlan=0: p=—p,=pp,,
Y7
1 2
dlan=1: pz:(,u} pozpzpm

. Y ]
ogolnie: p, =| —1| py=p"p;-
M
A A A A
ONBONRORNR Ol
h S
H H H H
Rys. 7.2. Graf funkcjonowania systemu kolejkowego M/M/1

Prawdopodobienstwo py mozna wyznaczy¢ z ogolnego warunku (normalizacja):
Pot+tp+p,++p,+---=1,skad:

2 n ~ n 1 .
Do+ PPo+P Pyt++p p0+...:p02p :poﬁzl,zatem.
n=0
Py =1-p 1ostatecznie:

py=(=p)p",n=0,1,2, .. (7.9)

Rownanie (7.9) okresla prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w systemie kolejko-
wym znajduje si¢ n jednostek (klientow). Poniewaz 0 < p < 1, wiec p, jest wielkoscia
ekspotencjalng, monotonicznie malejacg. Wielko$¢ ta, ma zatem charakter rozktadu
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geometrycznego [14, 19], przy czym, $rednia liczba jednostek w systemie moze by¢
estymowana nastgpujaco:

Li=) np,=) n(l-p)p"=(1-p)p) —p'=—"—=——- (7.10)
Z; Zﬁ Z; dp l-p -2
Wynika stad wazna obserwacja: gdy intensywnos$¢ obstugi x zmniejsza si¢ do warto-
sci bliskiej intensywnosci zgloszen A (14 — A), to wzrasta liczba jednostek przebywa-
jacych w systemie: Ly — oo.
Sredni czas przebywania jednostki (zadania) w systemie:

L _ 1 ! (7.11)

T p=A u(l-p)
Wynika to z tzw. twierdzenia Little’a® [20].
Srednia dtugos¢ kolejki (liczba jednostek):

/12 ,02

L = = (7.12)
fou(u=4) 1-p
Sredni czas oczekiwania w kolejce:
quWs—i:L (7.13)
u o pl-p)

Powyzej zdefiniowane parametry systemu mozna, wigc przedstawi¢ za pomocg inten-
sywnosci ruchu (p).

Przyklad 7.1. Myjnia samochodowa przecigtnie obstuguje jeden samochdod w czasie 12
min. Do myjni przyjezdzaja $rednio 4 samochody w ciagu godziny. Okre-
$li¢ podstawowe parametry tego systemu: intensywnos¢ zgloszen, inten-
sywnosc¢ obstugi, intensywnos¢ ruchu (stopien wykorzystania), Srednia
dhugos¢ kolejki, sredni czas przeznaczony na mycie samochodu. Wyzna-
czy¢ rozktady prawdopodobienstw: liczby samochodéw w systemie oraz
czasu calej procedury (kolejka + mycie).

Zapiszmy parametry zwigzane z rozpatrywanym systemem kolejkowym:

- intensywno$¢ zgltoszen A =4 [1/godz];

- intensywno$¢ obstugi = 1/12 min =5 [1/godz];

- stopien wykorzystania (0.6) p= A/p = 4/5 = 0,8 (system jest stabilny);

- §rednia liczba samochodow w myjni (tacznie z kolejka) L, = p/(1-p) = 4;

58 Twierdzenie Little’a mowi, ze przy danej intensywnos$ci zdarzen na wejéciu A, czas w
systemie jest proporcjonalny do czasu W, przebywania jednostki w systemie: Ly = AW, czyli:
$rednia liczba jednostek w systemie jest rowna iloczynowi §redniego czasu przebywania w
systemie oraz $redniego tempa ich przybywania na wejscie.
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- $rednia dlugo$¢ kolejki (0.12) L, = 0#/(1-p) = 3,2 (liczba samochodéw w kolejce);

- $redni czas przeznaczony na mycie (kolejka + mycie) (0.11) W, = 1/u/(1-p) = 0,25/0,2 = 1,0
godz, z czego w kolejce kierowcy tracg W, czasu (0.13): W,= W, —1/u=1,0-0,2 = 0,8 godz.
Rozktad prawdopodobienstwa liczby samochodéw znajdujacych si¢ w systemie jest pokazany
narys. 7.3. Mozna zauwazy¢, ze jest to rozklad geometryczny.

Pn : : : : : : : : :
0,18 b
O8] @
oral | A N S T R O
PO I I O S SO DIV ROV
o b o SR G SR SN S SRS W
0,08 RS O IR
0,06
0,04
0,02

%

Rys. 7.3. Rozktad prawdopodobienstwa liczby samochodoéw w systemie

Otrzymane powyzej parametry kolejki odnoszg si¢ do $redniego stanu ustalonego. Bardziej reali-
styczne dane mozna otrzyma¢ w drodze symulacji procesu z wykorzystaniem programu s ymu-—
lacja M M 1, opracowanego w systemie Matlab (DODATEK), gdzie mozna $ledzi¢ dyna-
mike omawianego procesu kolejkowego.

Na poczatku tekstu programu (plik symulacja M M 1.m)wprowadzono parametry procesu:

Q Granica=200; graniczna diugosé¢ kolejki
delT in=1/4;
delT out=12/60; czas obslugi (godz)

s liczba sym zdarzen=1000; % liczba symulowanych zdarzen (iacznie na wej i wyj)

o o

odstep czasu miedzy zglosz. (godz)

o°

Mozna zauwazy¢, ze: delt_in = 1/A oraz: delt_out = 1/u. Przyjeto duza dlugos¢ kolejki (200),
aby nie wystapito przepehienie. Sumaryczna liczba symulowanych zdarzen obejmuje sume
zdarzen na wejsciu 1 wyjsciu (= 1000).

Losowy proces na wejsciu do systemu jest pokazany na rys. 7.4a. Widac, ze przy $redniej wartosci
odstgpu pomiedzy zdarzeniami, niektore odstgpy wynosza powyzej 1 godz. Przebieg $redniego
czasu realizacji zadania jest pokazany na rys. 7.4b. Jest to $redni czas pobytu jednostki w systemie
(kolejka + obstuga) liczony dla tych jednostek, ktore przeszly caty proces od poczatku rozpatrywa-
nego testu). Na koncu przeprowadzonego testu wynosi on ok. 40 min (=0,7 godz.).

Zmiana w czasie liczby jednostek oczekujacych w kolejce jest pokazana na rys. 7.5a. Mozna
zauwazyc¢, ze niekiedy w kolejce czeka ponad 10 samochoddéw; mozna takze znalez¢ okresy, gdy



7. Modele zalezne od zdarzen 221

parking przed myjnia jest pusty. Srednia dtugo$é kolejki (rys. 7.5b) pod koniec testu wynosi ok. 3
samochodow.

"fn L5 ! ! ! ! o

% 0 MMLMJMN Jml.h Lm iilm ““L IJM

8 0 50 100 Caas. godz 150 200 250
b)

Sredni czas w systemie, godz.

Czas, godz

Rys. 7.4. Przebieg procesu wejsciowego (a) oraz $redni czas pobytu w systemie (b)
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Liczba oczekujacych w kolejce

Srednia dlugosc kolejki

Czas, godz

Rys. 7.5. Liczba oczekujacych w kolejce (a) oraz srednia dlugosc¢ kolejki (b)

Program generuje takze nastgpujacy raport tekstowy, ktory potwierdza uzyskane wyniki gra-
ficzne na koniec symulacji:

>> symulacja M M 1

Sredni czas w systemie : 0.6925 godz.
Srednia diugo$é kolejki : 2.9114
Wykorzystanie obstugi : 0.84523

Czas wykonania symulacji: 237.8634

Ostatnia informacja oznacza, ze czas wykonania 1000 zdarzen (lacznie na wejsciu i wyjsciu)
trwa niemal 238 godzin. Odbywa si¢ to przy zatozeniu, ze w tym czasie nie zmieniajg si¢ przy-
jete parametry kolejki. Jest to zatozenie mato realistyczne, gdyz z pewnoscia che¢ do korzysta-
nia z myjni samochodowej zmienia si¢ w ciaggu doby. Aby ten czynnik uwzglednic, nalezatoby
uzalezni¢ podstawowe parametry kolejki: intensywno$¢ zgloszen na wejsciu (A) oraz inten-
sywnos$¢ obshugi (1) od pory dnia.

7.3.2. System M/M/s

Wydajnos$¢ powyzszego systemu M/M/1 mozna zwigkszy¢ przez zwickszenie licz-
by stanowisk obstugi. W systemie z s stanowiskami obstugi (rys. 7.1b), intensywno$¢
na wyjsciu (parametr ) zwigkszy si¢ s — krotnie (rys. 7.6), co istotnie wptywa na in-
tensywnosc¢ ruchu, przez co moze on zwigkszy¢ liczbe zgloszen, pozostajgc stabilnym.
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Serwer
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Rys. 7.6. Schemat systemu M/M/3

Podstawowe wtasciwosci systemu moga by¢ analizowane zgodnie z zatozeniami,
stosowanym w odniesieniu do systemu z jedng stacja obstugi. Przyjmujemy nastgpu-
jace zatozenia:

- zdarzenia na wejsciu pojawiajg si¢ zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscig 4;
- proces wyjsciowy jest okreslony przez intensywnos¢ g

- na wyjsciu znajduje si¢ s niezaleznych, jednakowych stacji;

- pojemnos¢ systemu nie jest ograniczona;

- odbior z kolejki odbywa si¢ wedtug zasady FIFO.

Mowimy, ze w stanie ustalonym proces przyjmuje stan n, jesli w systemie znajduje
si¢ n jednostek. Na podstawie rys. 7.7, kolejne stany systemu mozna opisa¢ nastgpuja-
cym schematem:
n=_0: Ap, = pp,,
n=1: Ap, + pp, = Apy +2pp, < (A+ @)p, = Apy +21p,,
n=2: Ap, +2up, = Ap; +3up, < (A+2p)p, = Ap +3pps,
n=3: Apy +3upy = Ap, +4up, < (A+3u)ps = Ap, +4up,,
n=58Apg+Sspupg = Ap,_ +Spp = (A+SU)p, = AP +SHD 5
n= S+1: /Ips+l + SWS+1 = /lps + Slup.H—Z S (/1 + S;u)pS-H = /?‘ps + S/ups+2 4

n> st AD, + S,y = AP,y S, S (AHSU)P, = AP, +SUP,.. -
Prowadzi to do nastepujacych ogélnych zaleznosci:
D, = (p" /n!)po dlan<s,
D, = (p” /(s!s"‘s »po dlan>s.
gdzie p—jak w (7.6).
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A A A A A /’1\; A A
u 2u su sp su Sp sp Sp

Rys. 7.7. Graf funkcjonowania systemu kolejkowego M/M/s

Prawdopodobienstwo wystgpienia pustego systemu mozna okreslic podobnie, jak w
systemie M/M/1: p,+p,+p, +--+p,+--=1, skad:

-1
s=1 _n s
A
(4 p+ (/2 ot pists" e [ = S P P
Po ( pHpTI2) r T L—O n (s—p)(s—D! s Sy

Ostatecznie otrzymujemy:

pn ﬂ/n
Pp="77P= n Do n<s
n! nlu

n n

_ P _
pn_ 'n—spo_ 11 npO nzs
S.8 S8 U

(7.14)

Znajac po, A, 1, mozna okresli¢ pozostate parametry systemu:
s+1

.
(s—Di(s—p)*

- §rednie wykorzystanie obslugujacych stacji: Ly =AW, =p, Wy =1/pu - $redni
czas wykorzystania stacji obstugi;

- $rednia liczba jednostek w kolejee: L, =L - Ly =L - p;

- $rednia liczba jednostek w systemie: L, = p+

- $rednie wykorzystanie systemu: U =P(n>0), U=1-p,—p,—...— p,_;;
- $redni czas jednostki w systemie: W, =L /A ;

- Sredni czas jednostki w kolejee: W, =L,/ 4.

7.3.3. System M/M/1/b

W powyzszych rozwazaniach zaktadalismy, ze dtugos¢ kolejki jest nieograniczona.
Zazwyczaj jednak, rejestr kolejkowy ma skonczong liczb¢ miejsc i dodatkowe zgto-
szenia nie sg przyjmowane. Zatozmy, ze maksymalna dtugos¢ kolejki wynosi b miejsc

(rys. 7.8) .
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Rys. 7.8. Schemat systemu M/M/1/b

Do analizy tego systemu przyjmujemy nastgpujace zatozenia:

- zdarzenia na wejsciu pojawiajg si¢ zgodnie z procesem Poissona z intensywno-
scig A;

- na wyj$ciu znajduje si¢ jedna stacja o intensywnos$ci obstugi z;

- pojemnos¢ systemu nie jest ograniczona do b jednostek;

- odbiodr z kolejki odbywa si¢ wedtug zasady FIFO.

Mowimy, ze w stanie ustalonym proces przyjmuje stan n, jesli w systemie znajduje
si¢ n jednostek. Na podstawie rys. 7.8, kolejne stany systemu mozna opisac¢ nastepuja-
cym schematem:

y) A A A
ol oNBoREEOND
u H H u

Rys. 7.9. Graf funkcjonowania systemu M/M/1/b

n=0: Ap, = up,,

n=1: Ap, +up, = Apy + p, < (A+p)p, = Apy + 1, ,
n=2: Apy + upy = Ap, + pp; <= (A + @) p, = Ap, + 1ps,
n=3: Aps+ups =Ap, + pp, = (A+ 1)ps = Ap, + up,, ,

n=>b: up,=Ap, | <= up,=Ap, ;.
o A 2
Ogolnie: up, =Ap,_,, skad: p, = ;pbfl = LJ Po=p"Dy.

Latwo sprawdzi¢ nastgpujacy zwigzek:

n=0 H

Ostatecznie:
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1-p
Po= 1 (7.15)
n n l_p
Pr=P Po=p T (7.16)

oraz:
- efektywna intensywno$¢ na wejsciu: A, = /l(po +p .t pb_1)= Ad-py);

b
- $rednia liczba jednostek w systemie: L, = z np, ;
n=0

l-p .

- $rednie wykorzystanie stacji obstugi: L, =1—-p,=1— T
—-pP

- $redni czas wykorzystania obshugi: W, =1/ u;

- Srednia liczba jednostek w kolejee: L, =L —Ly;

- $rednie wykorzystanie systemu: U = P(n>0), U =1-p,;
- $redni czas jednostki w systemie: W, =L ./ A,;

- $redni czas jednostki w kolejee: W, =L,/ 4,.

Zauwazmy, ze system moze pracowac takze przy spetnieniu warunku: p> 1.

Przyklad 7.2. Rozpatrzmy przypadek z myjnig samochodowg z przyktadu 7.1, w ktorej
kolejka jest ograniczona przez liczbe miejsc parkingowych do b =5 sa-
mochodow. Czas obstugi wydtuza si¢ o 1 min, co jest zwiagzane z ko-
niecznos$cig dojazdu z parkingu do myjni. Pozostate parametry pozostaja
niezmienione.

Powtorzmy podstawowe dane:

- intensywno$¢ zgtoszen A =4 [1/godz];

- intensywnos¢ obstugi g = 60/(12+1) = 60/13 min/min = 4,6154 [1/godz];

- graniczna dtugos$¢ kolejkin=>b=75;

- stopien wykorzystania (7.6) p= A/u = 4-13/60 = 0,8667 (system jest stabilny).

Na podstawie (7.16) okreslamy rozktad prawdopodobienstwa liczby samochodéw w systemie:

n 1_,0 n l_p
pH:p 1_pb+l:p 1_p6

Rozktad ten jest pokazany na rys. 7.10. Jest on ograniczony do n = s =5 standw.
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Rys. 7.10. Rozktad prawdopodobienstwa liczby samochodéw w systemie M/M/1/5

1

- efektywna intensywno$¢ na wejsciu: 4, = A(1- p;) =1 - Ap’ ] —P 3,5475;
-p

6:

5
- Srednia liczba samochodow w myjni (facznie z kolejka): L, = z np, =2,0878;
n=0

. . . . 1-
- §rednie wykorzystanie stacji obstugi: Ly =1—p, =1— 17'06 = 0,7686;
—-P

- $rednia liczba jednostek w kolejce: L, = L, — Ly =1,3192;
- §redni czas obstugi w systemie: W, =L /A, =0,5885
- $redni czas przebywania w kolejee: W, = Lg, /4, =0,3719 .

Do symulacji pracy kolejki zastosowano program symulacja M M 1 b, ktory jest nieco zmo-
dyfikowang wersja programu symulacia MM 1 z przykladu 7.1. Modyfikacja polega na
wprowadzeniu ograniczenia dlugosci kolejki w procedurze wejscie. Jesli nastepuje przekrocze-

nie dtugosci kolejki (parametr O Granica) — jednostka jest odrzucana.
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Srednia dtugo$¢ kolejki
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Rys. 7.11. Losowy proces wejsciowy: liczba jednostek w kolejce (a) oraz srednia dlugosc

kolejki (b)

) 0,5
5 o4
% 0,3
2y
§ & 02
£ 01
(o]

R 0

0 50 100 150 200 250 300
Czas, godz
b)

0.5 ! ! ! ! !

1/godz

Intensywno$¢ odrzucania,

0 50 100 150 200 250 300
Czas, godz

Rys. 7.12. Ilustracja $redniego czasu pobytu w systemie (a) oraz intensywnos$ci odrzucania
jednostek na wejsciu (b)
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Podstawowe parametry symulacji nalezy podaé¢ na poczatku glownej procedury (plik symula-
ca M M 1 _b.m):

o°

Q Granica=5; graniczna diugos$¢ kolejki
delT in=1/4; odstep czasu miedzy zgloszeniami (godz)
delT out=13/60; czas obstugi (godz)

s liczba sym zdarzen=1000; % liczba symulowanych zdarzen

o

o°

Losowy proces wejsciowy jest pokazany na rys. 7.11a. Latwo zauwazy¢, ze liczba oczekuja-
cych w kolejce jest ograniczona do zadanej wartosci 5 jednostek. Jednostki odrzucone nie biorg
udziatu w dalszym przetwarzaniu. Porownujac rysunki rys. 7.11b oraz rys. 7.5b wida¢, ze
ograniczenie liczby jednostek w kolejce wptynelo takze podobnie na jej $rednig dtugosé. Z
tego samego powodu obnizyl si¢ $redni czas pobytu w systemie, co jest takze zwigzane z od-
rzuceniem 109 jednostek. Ta ostatnia informacja jest zamieszczona w raporcie tekstowym:

>> symulacja MM 1 b

Dane odnoszace sie do ostatniej iteracji:

Sredni czas w systemie : 0.47212 godz.
Srednia diugosé kolejki : 1.7739
Wykorzystanie obstugi : 0.80357
Liczba odrzucen : 109

Intensywno$¢ odrzucania : 0.39898
Czas wykonania symulacji: 273.1976

Ograniczenie dlugosci kolejki prowadzi takze do zmniejszenia stopnia wykorzystania obstugi. Wta-
$ciciel myjni powinien si¢ zastanowic nad sposobem zwigkszenia liczby miejsc parkingowych.

74. Zadania

7.1. Wykona¢ obliczenia wskaznikéw systemu M/M/1/b (jak w przyktadzie 7.2), przyjmujac
parametry A =4, u=5, b =5. Przeprowadzi¢ analiz¢ zmian wskaznikow tego systemu w
zaleznos$ci od zmiany dlugosci kolejki: b =5, 10, 20, 50, 100. Sprawdzi¢, ze wskazniki te
zblizajg si¢ do wskaznikoéw systemu M/M/1.

7.2. Przeprowadzi¢ poréwnawczg analiz¢ systemow kolejkowych M/M/1 oraz M/M/1/b, jak
w  zadaniu 7.1, przy nastgpujacych danych systemu podstawowego:
ay A =10, g = 14, b = 8 i zmianie b w zakresie: 8, 10, 20, 50, 100;
b) A =85 u = 12, b = 8 1 zmianie b w zakresie: §, 10, 20, 50, 100;
¢c) A =2, g =3, b =5 i zmianie b w zakresie: 5, 10, 20, 50;
d A =12, 4 = 14, b = 12 1 zmianie b w zakresie: 12, 20, 50, 100;
e) A=10, u= 15, b =12 i zmianie b w zakresie: 12, 20, 50, 100.
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1. Model ukladu mechanicznego wirujgcego

Program do symulacji uktadu napedowego z przyktadu 2.2. Uzyta procedura rozwia-
zywania rownan rézniczkowych: ode45 z opcjami okreslonymi za pomoca procedury
odeset (zwigkszona dokladno$¢ rozwigzania: parametr 'RelTol', 1.0E-6 oraz niedo-
puszczenie do ujemnych warto$ci predkosci katowej obcigzenia: parametr "NonNe-
gative', [6]). Prawa strona réwnania rozniczkowego (pochodna) jest obliczana w pro-
cedurze f(t,x).

function przyklad 2 2

% Dynamika ukltadu napedowego
clear all;

close all;

% Parametry ukladu:

dr = 0.05; % wspolczynnik oporow silnika
dm = 0.045; % wspolczynnik oporow obciazenia
kw = 30000; % stala skretu sprzegla
dw = 250.0; % wsp. oporow skretu sprzegla
Ten= 2013.5; % znamionowy moment silnika
Te0 = 803.6; % rozruchowy moment silnika
Tm0 = 730.0; % poczatkowy moment obciazenia
Jr = 47.72; % moment bezwladnosci silnika
Jm = 28.0; % moment bezwladnosci obciazenia
sn=(1500-1465) /1500; % poslizg znamionowy
pM=2.14; % przeciazalnosc silnika (pM=Tek/Ten)
sk=sn* (pM+sqgrt (pM"2-1)) ;% poslizg przy Tek: Te=2*pM*Ten./ (sk/s+s/sk)
kn = 1.564; % wspolcz. w modelu obciazenia
omgl=pi;
A=[-(dr+dw) /Jr -kw/Jr dw/Jr kw/Jr;1 0 0 0;
dw/Jm kw/Jm - (dm+dw)/Jm -kw/Jm;0 0 1 0];

% Parametry symulacji

tmax = 2; % okres symulacji, s
x0 = [0 0 0 0] % warunki poczagtkowe
tspan = linspace (0, tmax,500); % punkty rozwiazania
options = odeset ('RelTol',1.0E-6, "NonNegative', [3]);

[t x] = oded5(Qf, tspan,x0,options); % rozwiazanie rownania
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hold on

plot (tspan,x(:,1)*1500/pi, 'r-"); % omgr, obr/min
plot (tspan,x(:,3)*1500/pi, 'b-"); % omgm, obr/min
set (gca, '"yLim', [0 15001);

grid;

set (gca, "xLim', [0 tmax]);

figure

hold on

plot(tspan,x(:,2),"'r-"); % gammar, rad
plot(tspan,x(:,4),'b-"); % gammam, rad

grid;

set (gca, "xLim', [0 tmax]);

figure

hold on

plot (tspan, (x(:,2)-x(:,4))*(25%180/pi)/pi, 'r-"); % del gamma, deg
grid;

set (gca, 'xLim', [0 tmax]);

% Funkcja prawej strony rownania rozniczkowego

function dxdt = £(t,x)

% Pochodne funkcji
s=(omgl-x(1))/omgl;
Te=2*pM*Ten/ (s/sk+sk/s) ;
if t>1, Te=0; end % wytaczenie napedu
Tm=Tm0* ( (x (3) /omgl) * (1+kn* (x (3) /omgl) ~2)) ;
u=[Te/Jr 0 -Tm/Jm 0]"';
dxdt = A * x + u;

end

end

2. Model obwodu elektrycznego zgodnie z formalizmem Lagrange’a —
metoda wezlowa

Model matematyczny sieci elektrycznej jest przedstawiony w przyktadzie 2.9 (str. 54).
Ponizej zamieszczone sa procedury modelu w programie Matlab/Simulink. Zrodta
pradowe sa reprezentowane w postaci oddzielnych blokéw modelu. Ich struktura jest
przedstawiona na rys. D.2.

Zadawanie parametréw modelu odbywa si¢ przez uruchomienie programu typu script:
przykl 2 9 param.m, ktéry nalezy uruchomié¢ przed rozpoczgciem symulacji z
zastosowaniem gtownej procedury przyklad 2 9.mdl.
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Przyklad_2_9
lambda 1
1 >
P ; VQ_ b
A
napiecie e(t) Integrator4 i1
pij
+ lambda 2
—> t j2+_| » u2
<M s
prad j2(t) =J Integrator
p2le
ce
Clock A4
f p5;
lambda 3
>+ 1 R
S Pt Bl E :
- Terminator
prad j1(t) Integrator2 Integrator3
p5[«
Rys. D.1. Schemat modelu sieci z rys. 2.24
A2
[ N Ny w
j2
coO—
t -
> ol
B2

Rys. D.2. Schemat bloku prad j2(t)

Przebiegi uzyskane podczas symulacji sg pokazane na rysunkach 2.25 oraz 2.26.
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3. Model silnika 2-fazowego

Model matematyczny silnika 2-fazowego utworzony zgodnie z metoda wezlowa zo-
stal przedstawiony w przyktadzie 2.10 (str. 57). Ponizej zamieszczone sa procedury
modelu w programie Matlab/Simulink. Model tworzg trzy bloki (rys. D.3), w ktorych
realizowane sg procedury zgodnie ze schematami na rysunkach: D.4 - D.6: w procedu-
rze ‘Rownania strumieniowe’ sg rozwigzywane rownania (2.43), w procedurze ‘Row-
nania pradowe’ - rownania (2.45), natomiast w bloku ‘Moment oraz predkosc’ - roéw-
nania (2.46) - (2.48).

Program do symulacji jest umieszczony w pliku silnik 2 fazowy stru-
mien.mdl. Dodatkowo, parametry modelu oraz dane do symulacji znajduja si¢ w
pliku silnik 2 fazowy £50.m.

Model 2-fazowego silnika indukcyjnego - rownania strumieniowe

= 53—

@ Vs_alfa Te
flux_s_alfa flux_s_alfa is_alfa is_alfa
uas
Vs_beta
g ) wr —
ubs is_alfa flux_s_beta flux_s_beta is_beta is_beta =
nr N
is_beta
Tm J [
ir_alfa flux_r_alfa flux_r_alfa ir_alfa ir_alfa
irr_alfe
ir_beta
flux_r_beta flux_r_beta ir_beta ir_beta irr bet N E
wr - ‘1
’—' Rownania strumieniowe Rownania pradowe Moment oraz predkosc

Rys. D.3. Schemat modelu Simulink do symulacji silnika 2-fazowego

Réwnania strumieniowe

Vs_alfa u(1)-Rsa*u(3
@ @ 1 flux_s_alfa
Vs_beta stojan-a o
is_alfa
u(2)-Rsb*u(4)
is beta flux_s_beta
@ stojan-b
ir_alfa
CeH)— -Rra*u(5)-u(8)*u(9)*a 1/s
ir_beta flux_r_alfa
> wirnik-a
> -Rrb*u(6)+u(7)*u(9)/a 1/s »(2)
flux_r_beta
wirnik-b
wr

Rys. D.4. Schemat procedury ‘Réwnania strumieniowe’ w modelu Simulink
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Réwnania pradowe

(Lra*u(1)-Lma*u(3))/(Lsa*Lra-Lma*Lma)

Faza-sa

(Lrb*u(2)-Lmb*u(4))/(Lsb*Lrb-Lmb*Lmb) }_@

Faza-sb

(Lsa*u(3)-Lma*u(1))/(Lsa*Lra-Lma*Lma)

Faza-ra

(Lsb*u(4)-Lmb*u(2))/(Lsb*Lrb-Lmb*Lmb)
ir_beta

Faza-rb

flux_r_beta

N

Rys. D.5. Schemat procedury ‘Réwnania pradowe’ w modelu Simulink

Moment oraz predkosc

is_alfa
p*(Lmb*u(2)*u(3)-Lma*u(1)*u(4)) Fﬂ
s
is_beta Moment elektromagnetyczny
(@&D;
ir_alfa
(B (1 -U@-Dr ) (o] 1is f———>(D
@ > wr
ir_beta Rownanie ruchu
»-K>
Coeffl nr

4{ TmO+(Tmn-Tm0)*((u/n0)*expT)

Moment obciazenia

irr_alfa

irr_beta

1Is

Prady wirnika

Rys. D.6. Schemat procedury ‘Moment oraz predkosc’ w modelu Simulink

Przed rozpoczeciem symulacji wedlug programu silnik 2 fazowy stru-
mien.mdl, nalezy uruchomi¢ procedur¢ silnik 2 fazowy £50.m, dzigki kto-
rej wszystkie parametry modelu zostang umieszczone w przestrzeni Workspace 1 beda
dostepne w modelu Simulink. Przyjeto, ze amplituda napigcia fazy a jest wicksza od
amplitudy napiecia fazy b w stopniu okreslonym przez wspotczynnik a.

Plik danych i parametrow symulacji: silnik 2 fazowy £50.m:

% parametry do programu: silnik 2 fazowy strumien.mdl
clear all;

close all;

Un 110; % napiecie zasilania, V
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o°

Unm=Un*sqgrt (2) ; amplituda napiecia ubs

k u=1.25; % wspolczynnik niesymetrii zasilania: k u=Ua/Ub, Ub = Unm
a=1.18; % wspolczynnik niesymetrii uzwojen: a = Nsa/Nsb
£=50; % czestotliwos$¢ napiecia zasilajacego

p=2; % liczba par biegunow silnika

n0=1465; % znamionowa predkosc obrotowa, obr/min
Rsa=7.14; % rezystancja fazy a uzwojenia stojana, ohm
Rsb=2.02;

Rra=5.74;

Rrb=4.12;

Lsa=0.2549; % indukcyjnosc fazy a uzwojenia stojana, H
Lsb=0.1846;

Lra=0.2542;

Lrb=0.1828;

Ima=0.2464;

Lmb=0.1772;

J=2.92E-3; % moment bezwladnosci, kg-m"2

Dr=0.0000025; % wspolczynnik oporow ruchu, N-m-s-rad”-1
Tm0=0.1; % poczatkowy moment obciazenia, N-m

Tmn=0.95; % znamionowy moment obciazenia, M-m

expT=1.5; % wykladnik w modelu obciazenia

W zbiorze plikéw z procedurami zwigzanymi z przyktadem 2.10 znajduje si¢ takze
plik silnik 2 fazowy prad.mdl, ktéry zawiera model indukcyjnego silnika 2-
fazowego, w ktorym roéwnania rézniczkowe wzgledem strumienia elektromagnetycz-
nego zostaty zastapione przez réwnania wzgledem pradu. Utworzony w ten sposob
model dynamiczny jest opisany w przyktadzie 2.10, rownania (2.51).

W przyktadzie 2.11, (str. 66) jest przedstawiony podobny model silnika indukcyjnego
2-fazowego, przy czym, model matematyczny zostal wyprowadzony wedtug formali-
zmu Lagrange’a, zgodnie z metoda we¢ztowa. W tym przypadku, rownania rézniczko-
we modelu matematycznego sg zapisane wzgledem odpowiednich strumieni elektro-
magnetycznych. Opracowany w programie Matlab/Simulink model jest umieszczony
w pliku silnik 2 fazowy wezel.mdl. Jest on rownowazny modelowi z przy-
ktadu 0.10.

4. Rownanie Duffinga

Program do rozwigzywania nieliniowego rownania Duffinga i prezentacji wyniku w
postaci przebiegu w czasie oraz trajektorii na plaszczyznie fazowej. Program utwo-
rzony jest z procedury gtdwnej w postaci zbioru duff 1 .m oraz funkcji wewngtrznej
functl. Ponizej zamieszczony jest pelny tekst procedury. Parametry rownania sg wy-
szczegoblnione w wierszach ograniczonych znakami:  *------- *

% function [t,y]=duff 1



Dodatek 237

clear all;
close all;
% Rozwiazywanie rowniania Duffinga

opts = odeset ('RelTol',le-5, 'AbsTol', le-5);

o
% K — — *

delta=0.2;
betha=0.1;
F=0.8;
omg=1;
omg02=-1;

tspan = [0; 100];
y0 = [0.001; 0];

okres symulacji

o
S
o
S

warunki poczatkowe
[t,y] = oded5 (@functl, tspan,y0,opts);

figure;
% przebiegi w czasie
plot(t,y(:,1),"'-xr",t,y(:,2),"'-b"); grid
xlabel ('czas t, s');

ylabel ('y_ 1, y_2');

figure
% trajektoria fazowa
plot(y(:,1),y(:,2),'-b"); grid

title (['Rownanie Duffinga'l);
xlabel('y 1");
ylabel('y 2");

function dydt = functl(t,y)
% Wartosci pochodnych
dydt = [ y(2)
-omg02*y (1) -betha*y (1) “"3-delta*y(2)+F*cos (omg*t)];
end
end % diff 1

5. Model Lorenza

Program lorenz 1.m do rozwigzywania rownan Lorenza. Zastosowano procedure
catkowania ode45. Program korzysta z dodatkowej procedury lorenz 0.m, gdzie
zapisane sg parametry modelu oraz pochodne (prawe strony) réwnan. Ponizej za-
mieszczone sg teksty obu zbiorow.

Rownania Lorenza

Do rozwiazania ukladu rownan Lorenza zastosowano metode ode45.
Przedzial czasu: [0 okres] s, warunki poczatkowe: [0 1 5].
Rownania i parametry sa zdefiniowane w pliku lorenz 0O.m

o o of o
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close all

options = odeset ('RelTol',le-4, 'AbsTol’', [le-4 le-4 le-5]);

okres=20; % przedzial czasu modelowania
[T,Y] = ode45(Qlorenz 0, [0 okres], [0 1 5],options);

% Wykres we wspolrzednych yl, y2, y3
plot3(Y(:,1),Y(:,2),Y(:,3));

)
xlabel ('Y1'");
ylabel ('Y2"');
zlabel ('Y3");
grid;
figure

plot(Y(:,1),Y(:,3)); grid;
% wykres przebiegow czasowych

figure
plot(T,Y(:,1),"'-g',T,¥(:,2),'-m",T,Y¥(:,3),"'-");

grid;

Oddzielny zbidr dyskowy: réwnania Lorenza

function dy = lorenz 0(t,y)

a=10;

b=28;

c=8/3;

dy = zeros(3,1); % a column vector
dy (1) = a*(y(2) - y(1));

dy(2) = b*y (1) - y(2) - y(1)*y(3);
dy(3) = -c*y(3) + y(1) * y(2);

6. Rownania Rosslera

Program do symulacji dyskretnego systemu Rosslera jest zapisany w pliku dros-
sler 1.m. Procedura odpowiada dyskretnej postaci rownan.

Rownania dyskretne Rosslera

o
5
o
s

close all
clear all;

% parametry:

e=0.2;

m=5.7;

g9=9;

£f=0.1;

% warunki poczatkowe:

Y(1,:)=[0.2 0.01 0.01];

n=4000; % liczba punktow rozwiazania
T(1)=1;

for k=2:n,

do rozwiazania ukladu rownan Rosslera w wersji dyskretnej.
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Y(k,1)= Y(k-1,1)-(Y(k-1,2)+Y(k-1,3))/qg;

Y(k,2)= Y(k-1,2)+(Y(k,1)+e*Y (k-1,2))/g;

Y(k,3)= Y(k-1,3)+(f+¥Y(k,1)*Y (k-1,3)-m*Y (k-1,3))/g;
T (k) =k;

end;

% Wykres we wspolrzednych yl, y2, y3
plot3(Y(:,1),Y(:,2),Y(:,3));

xlabel ('yl'); ylabel('y2'); zlabel('y3');
grid;

figure

plot(Y(:,2),Y(:,3));

xlabel ('y2'"); ylabel('y3'");

grid;

% wykres przebiegow czasowych

figure
plot(T,Y(:,1),"'-g',T,¥(:,2),'-m",T,Y¥(:,3),"'-");
grid;

7. Program lyapunov

Program ten stuzy do obliczania wyktadnikow Lapunowa dla systemu zadanego za
pomocg rownan stanu. Program jest zapisany w postaci trzech zbiorow dyskowych:
run _rossler.m, rossler ext.m oraz lyapunov.m. Dwa pierwsze pliki od-
nosza si¢ do przygotowanego przyktadu z systemem réwnan Rosslera, ktory jest opi-
sany w przyktadzie 5.3. Uzytkownik powinien odpowiednio zredagowac te zbiory dla
przygotowywanego zadania. Podstawowa procedura obliczeniowa w postaci funkcji
lyapunov znajduje si¢ w zbiorze 1yapunov.m, ktora jest tu przytoczona w wersji
dostepnej w Internecie’”:

Skrypt run_rossler.m:

% Start procedury lyapunov.m

n = 3; % liczb rownan systemu

tstart = 0; % czas poczatku obliczen

stept = 0.5;% krok procedury renormalizacji Gram-Schmidt
tend = 1000;% dlugosc symulacji, s

ystart = [0.2 0.3 0.5]; %warunki poczatkowe

ioutp = 10; % krok drukowania wynikow na ekranie MATLAB

[T,Res]=lyapunov (n,@rossler_ext,@oded5, tstart, stept, tend, ystart,ioutp);

plot (T,Res);

grid

title ('Dynamika wykladnikow Lapunowa') ;

xlabel ('Czas'); ylabel ('Wykladniki Lapunowa');

59

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/4628-calculation-lyapunov-
exponents-for-ode/content/lyapunov.m
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Funkcja rossler ext.m:

function f=rossler_ ext (t,X)

% wartosci parametrow rownan Rosslera:

o

a = 0.15; b = 0.20; ¢ = 10.0; % system chaotyczny
$a=20.2; b=20.2; ¢c=3.0; % system okresowy

x=X(1); y=X(2); z=X(3);

Y= [X(4), X(7), X(10);
X(5), X(8), X(11);
X(6), X(9), X(12)1;

f=zeros(9,1);

% rownania Rosslera:

f(l)=-y - z;

f(2)=x + a*y;

£(3)=b + z*(x - ¢);

% Jakobian systemu:

J=[0 -1 -1;
1 a 0;
z 0 x-cl;

% rownanie wariacyjne:

(4:12)=0*Y;

% wyjscie ma postac wektora kolumnowego

Hh

Funkcja 1yapunov.m:

function [Texp,Lexp]=lyapunov(n,rhs ext fcn, fcn integrator, .
tstart, stept, tend, ystart, ioutp) ;

Lyapunov exponent calculation for ODE-system.

The alogrithm employed in this m-file for determining Lyapunov
exponents was proposed in:
A. Wolf, J. B. Swift, H. L. Swinney, and J. A. Vastano,
"Determining Lyapunov Exponents from a Time Series," Physica D,
Vol. 16, pp. 285-317, 1985.
For integrating ODE system can be used any MATLAB ODE-suite methods.
This function is a part of MATDS program:
- toolbox for dynamical system investigation
See: http://www.math.rsu.ru/mexmat/kvm/matds/

Input parameters:
n - number of equation
rhs_ext fcn - handle of function with extended ODE-system.
This function must include RHS of ODE-system coupled with
variational equation (n items of linearized systems, see Example).
fcn integrator - handle of ODE integrator function, for example: @ode4d5
tstart - start values of independent value (time t)
stept - step on t-variable for Gram-Schmidt renormalization procedure.
tend - finish value of time
ystart - start point of trajectory of ODE system.
ioutp - step of print to MATLAB main window. ioutp==0 - no print,

o0 o0 A0 d° d° IO d° O° IO A° O A A° A° A J° O° A O° O° A° d° o° o°
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if ioutp>0 then each ioutp-th point will be print.
Output parameters:
Texp - time values

Lexp - Lyapunov exponents to each time value.

Users have to write their own ODE functions for their specified
systems and use handle of this function as rhs _ext fcn - parameter.

Example. Lorenz system:

dx/dt = sigma* (y - x) = f1l
dy/dt = r*x - y - x*z = f2
dz/dt = x*y - b*z = f3

The Jacobian of system:
| -sigma sigma O

J = | r-z -1 -xX |
[ Y x b |

Then, the variational equation has a form:

F = J*Y
where Y is a square matrix with the same dimension as J.
Corresponding m-file:

function f=lorenz ext (t,X)

SIGMA = 10; R = 28; BETA = 8/3;

x=X(1); y=X(2); z=X(3);

Y= [X(4), X(7), X(10);

X(5), X(8), X(11);

X(6), X(9), X(12)1;
f=zeros(9,1);
£(1)=SIGMA* (y-x); f(2)=-x*z+R*x-y; £f(3)=x*y-BETA*z;
Jac=[-SIGMA, SIGMA,0; R-z,-1,-x; vy, x,-BETA];
f(4:12)=Jac*Y;

Run Lyapunov exponent calculation:
[T,Res]=1lyapunov (3,@lorenz_ext,@oded45,0,0.5,200, [0 1 0],10);
See files: lorenz ext, run_ lyap.

o° o0 A o O A A A AN A A AN A M AN AN AW AN A A AN A M AN A A AN A N AN A A A A A A A N A o o°

Copyright (C) 2004, Govorukhin V.N.

This file is intended for use with MATLAB and was produced for MATDS-program
http://www.math.rsu.ru/mexmat/kvm/matds/

lyapunov.m is free software. lyapunov.m is distributed in the hope that it
will be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY.

n=number of nonlinear odes
n2=n* (n+l)=total number of odes

o° d° A o d° A o o° oP

=)
i
3

n2=nl*(nl+1);
Number of steps
nit = round((tend-tstart)/stept);

o°
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% Memory allocation

y=zeros (n2,1); cum=zeros(nl,1l); y0=y;
gsc=cum; zhorm=cum;

% Initial values
y(l:n)=ystart(:);

for i=1:nl y((nl+l)*i)=1.0; end;
t=tstart;

% Main loop
for ITERLYAP=1:nit

5> Solutuion of extended ODE system

[T,Y] = feval(fcn integrator,rhs ext fcn, [t t+stept],y)’

t=t+stept;
y=Y (size(Y,1),:);
for i=1:nl
for j=1:nl y0(nl*i+j)=y(nl*j+i); end;
end;

o® o oo

znorm(1)=0.0;

for j=1:nl znorm(l)=znorm(1l)+y0(nl*j+1)"2;

znorm (1) =sqgrt (znorm(l)) ;

for j=1:nl y0(nl*j+1)=y0(nl*j+1)/znorm(l); end;

for j=2:nl
for k=1:(3j-1)
gsc(k)=0.0;

construct new orthonormal basis by Gram-Schmidt

for 1=1:nl gsc(k)=gsc(k)+y0(nl*1+j)*y0(nl*1l+k); end;

end;
for k=1:nl
for 1=1:(j-1)

y0 (n1*k+3)=y0 (nl*k+j)-gsc(l)*y0 (nl*k+1l);

end;
end;
znorm(j)=0.0;

for k=1:nl znorm(j)=znorm(j)+y0 (nl*k+3j)"2;

znorm(j)=sqgrt (znorm(j)) ;

for k=1:nl yO0(nl*k+j)=y0 (nl*k+j)/znorm(j);

end;

update running vector magnitudes

o° o o°

for k=1:nl cum(k)=cum(k)+log(znorm(k)); end;

normalize exponent

o od° oP

for k=1:nl
lp(k)=cum(k)/ (t-tstart);
end;
> Output modification
if ITERLYAP==
Lexp=1p;
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Texp=t;
else
Lexp=[Lexp; lpl:
Texp=[Texp; tl;
end;

if (mod(ITERLYAP, ioutp)==0)
fprintf ('t=%6.4£f",t);
for k=1:nl fprintf (' %$10.6f',1lp(k)); end;
fprintf('\n');

end;

for i=1:nl
for j=1:nl

y(nl*j+1)=y0 (nl*i+j);

end;

end;

end;

8. Model sieci elektrycznej z wylacznikiem na bazie modelu Mayra

Model sieci elektrycznej z wylacznikiem odwzorowujagcym model tuku Mayra jest
pokazany na rys. D.7. Szczegoty modelu wytacznika (blok Breaker Arc Circuit Model -
BACM) sa pokazane na rys. D.8. Elementy oznaczone na rysunku kolorem niebieskim
sg modelami dostepnymi w Matlab Toolbox Simscape. Caly program jest
dostepny w pliku model mayr2.slx. Model przedstawia fragment sieci napo-
wietrznej 400kV (dla uproszczenia rozpatruje si¢ tylko uktad jednofazowy), w ktorym
symulowane jest zwarcie (opornik Rf = 0,1 Q jest zataczony od poczatku symulacji).
W chwili #,,; = 12ms nastepuje wylaczenie wylacznika BACM (rys. D.8). Towarzyszy
temu procesowi tuk elektryczny, z ktérym zwiazny jest stan przejsciowy w sieci (rys.
D.91irys. D.10).

[ SO I

P Rp1 N

J_'_'VQ!” aukitine ]
Breaker Arc RI

) .
@ Us Ul Circuit Model
400 kV
] v
-4

, k*
Continuous
=

|||—l—l4/+ \ A\ /\ — =—

* Load 1
Rf 400 kV
100 MW

=4

powergui

A 4

Rys. D.7. Schemat modelu sieci z modelem tuku Mayra
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&
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Rys. D.8. Schemat modelu wylacznika z modelem tuku Mayra

Przebieg napiecia tuku ua. jest pokazany na rys. D.9. Po otwarciu wylacznika widoczne
sa charakterystyczne przepigcia, ktore wystepuja w chwilach zmiany kierunku pradu

huku iz (rys. D.10). W tym czasie przewodno$¢ tuku g przyjmuje zerowa wartosc.
50
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Rys. D.9. Przebieg napiecia tuku

\ /\ VAV A VA
2200 i
<500 /\/\/\/\/\/

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
byt czas ¢, ms

Rys. D.10. Zarejestrowane wyniki symulacji: iz — prad tuku, g — przewodnos¢ tuku,
u; — napigcie linii
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Mozna zauwazy¢, ze otwarcie wylacznika inicjuje proces palenia si¢ tuku (zgodnie z
przyjetym modelem Mayra), co jednak nie przerywa obwodu, gdyz proces ten wzna-
wia si¢ w kolejnych okresach. Do odtworzenia bardziej naturalnego przebiegu zjawi-
ska wylagczenia zwarcia niezbedna jest dodatkowa rozbudowa modelu wytacznika (rys.
D.11). Model Simulink z tym zmodyfikowanym modelem wytacznika jest zapisany w
pliku model mayr2b.slx. W tym przypadku, dodany model wylacznika Single-
Phase Circuit Breaker powoduje jego wylaczenie w momencie zmiany kierunku prze-

ptywajacego przezen pradu.
Single-Phase
Circuit Break
N -.I-’. <
b s

[ L

\Y

Przesyt napiecia tuku e Single-Phase | i
:+ do Simscape PS | {*: Circuit " ;
ES Breaker \'_’ i

Vssc (V) (with arc)
Przesyt pradu tuku @ Ty
do Simscape PS [ »—. - —>

A
& I Transfer Fen Py
- It A.;-ss Issc(A)-S psk I
Isps (A)[ »=Ex+ i <

Model wytgcznika
z modelem tuku Mayra

f(x)= 0

Rys. D.11. Schemat zmodyfikowanego modelu wytacznika z modelem uku Mayra

Szczegbly odnoszace si¢ do wlasciwosci poszczegdlnym modeli elementéw z bloku
Toolbox Simscape mozna uzyska¢ w opcji Help, po dwukrotnym kliknigciu na
ikon¢ odpowiedniego modelu na ekranie edycji Simulink. Nalezy zauwazy¢, ze kon-
cepcja tworzenia modeli uktadow fizycznych w Toolbox Simscape w niektorych
aspektach znacznie odbiega od zasad stosowanych w standardowej bibliotece modeli
Simulink.

9. Model elektrycznego luku spawalniczego

Program do symulacji obwodu elektrycznego z modelem tuku spawalniczego, ktory
jest prezentowany w p. 5.5.6 sklada si¢ z dwoch zbioré6w: luk spawl.m oraz
row_spaw.m. Rézniczkowe rownania zmiennych stanu s3 zdefiniowane w tym dru-
gim zbiorze. Ro6wnania modelu sg utworzone na podstawie analizy prowadzonej w p.
5.5.6 (str. 179). Parametry obwodu elektrycznego oraz warunki poczatkowe zostaty
dobrane z punktu widzenia wywotania w uktadzie drgan chaotycznych. Ponizej za-
mieszczno teksty obu procedur.
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Skrypt luk spawl.m:

Rownania obwodu z elektrycznym lukiem spawalniczym

Do rozwiazania rownan stanu zastosowano metode odel5s.
Przedzial czasu: [0 1000] s, warunki poczatkowe: [0.2;0.2;1].
Rownanie jest zdefiniowane w pliku row spaw.m

o° o o° oo

close all
% parametry modelu

czas = [0, 1000];
y0=[0.2;0.2;11;
L=1;

R = 15;

C = 3.405;

n = -1/3;

o°

rozwiazywanie rownan stanu
options = odeset ('RelTol',le-10, 'AbsTol', [le-12 le-12 le-12]);
ode = @(t,y) row spaw(t,y,L,n,R,C);

[t,y] = odel5s(ode, czas, y0, options);
figure (1)
plot(t,10*y(:,1),'-.x',t,10*y (:,2),"'-k',t,y(:,3),"'-b");

title('Przebiegi zmiennych stanu');
set (gca, 'XLim', [0 500]

xlabel ('t'); ylabel('y'")
legend(gca, "10x','10y"', 'z");
grid

figure (2)

o

% portret fazowy
plot(y(:,1),y(:,3),"'-b");
title ('Portret fazowy x-z');
xlabel ('x'"); ylabel('z")
grid

figure (3)
% portret fazowy
plot(y(:,2),y(:,3),"'-b");
title('Portret fazowy y-z');
xlabel ('y'); ylabel('z")
grid

figure (4)

% portret fazowy
plot(y(:,1),y(:,2),"'-b");
title ('Portret fazowy x-y');
xlabel ('x"); ylabel('y'")
grid

Funkcja row spaw.m:

function dydt = row_spaw(t,y,L,n,R,C)
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% rownanie luku spawalniczego wg p. 5.5.6
% pochodne = uklad rownan:

dydt [(y(2)-y(1)*y(3)"(n/2-0.5))/L;
(1-y (2)+R* (1-y (1))) / (R*C) ;
y (1) *y(1)-y(3)]1;

% zmienne:

% y(l) = x

5 y(2) =y

S v(3) =z

10. Model kolejki M/M/1

Program do symulacji kolejki sktada si¢ z dwoch zbioréw programu Matlab: symu-
lacja M M 1.m oraz funkcji uruchom.m. PoniZej zamieszczone s3 teksty obu
zbiorow.

Start programu odbywa si¢ przez uruchomienie procedury symulacja M M 1.m

Model symulacyjny kolejki z jednym stanowiskiem obstugi (serwerem): M/M/1

o

Na podstawie: McGraw Hill - Simulation Modeling and Analysis -
Averill M. Law - W. David Kelton, 2003

o o

Wywoilywane funkcje: uruchom.m (glowna procedura)
Czas przybycia i obsitugi sa definiowane w procedurach wejscie oraz obsluga

o o

clear all
close all

global Q Granica

global Lambda

global Mu

global s liczba sym zdarzen

graniczna diugosé¢ kolejki
intensywnosc zgtoszen (1/godz)
intensywnosc obstugi (1/godz)
srednia liczba symulowanych zdarzen
global rodz n zdarzenia
global liczba w syst
global 1 r zdarzen

rodzaj nastepnego zdarzenia

liczba zdarzen w systemie do biezacego czasu
liczba rodzajow zdarzen

liczba zdarzen w kolejce

status obslugi

global liczba w g
global status obslugi
global czas_kolejki
global obszar obslugi
global czas b

global czas_z_ wej

czas oczekiwania w kolejce
czas pracy obslugi

czas biezacy

czas zdarzenia na wyjsciu
global czas_o_zdarzenia czas wystapienia ostatniego zdarzenia
global czas_n_zdarzenia
global ogolny czas

czas nastepnego zdarzenia
czas trwania symulacji

o° o° 0 d° d° O A° O° O d° O° A° d° o° od° o° o°

global sr_czas_sys sredni czas jednostki w systemie

% parametry symulacji
Q Granica=200; % graniczna diugosé¢ kolejki
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delT in=1/4;
delT out=12/60;

s_liczba sym zdarzen=

obszar obslugi=0;
1 r zdarzen=2;

Lambda=1/delT_in;
Mu=1/delT_out;

uruchom (1l iter);

o

% sporzadz raport

czas miedzy zglosz. (godz)
czas obslugi (godz)
liczba symulowanych zdarzen

o® o oo

1000;

zerowanie licznika

liczba rodzajow zdarzen:

1 - wejscie, 2 - obsluga, 0 - brak zdarzen
intensywnosc zgtoszen (1/godz)
intensywnosc obstugi (1/godz)

o
S
o
S

o° o oo

% uruchomienie symulacji

disp (['Dane odnoszace sie do ostatniej iteracji:']);

disp(['Sredni czas w systemie : ',num2str(ogolny czas/liczba w syst),' godz.']);
disp (['Srednia diugoéé kolejki : ', num2str(czas_kolejki/czas Db)1])

disp (['Wykorzystanie obstugi : ',num2str (obszar obslugi/czas b)]);

disp(['Czas wykonania symulacji: ',num2str(czas b)]);

disp([' ']);

Plik uruchom.m z funkcjami: uruchom(), zegar, wejscie, obsluga,

Funkcja inicjujaca

oo o°

Wywolywane funkcje:

o

Wywotanie z:

wewnetrzne

symulacja M M 1.m (gtéwna procedura)

function uruchom (1l iter)

global Lambda

global s liczba sym zdarzen
global rodz n zdarzenia

global liczba w syst
global liczba w g
global status_obslugi
global czas_kolejki
global obszar obslugi
global czas_ b

global czas_o_zdarzenia
global czas n_zdarzenia

global ogolny czas
global W s

for ni=1:1 iter,
N iter (ni)=0;
czas_b=0.0;

status_obslugi=0;
liczba w g=0;

intensywnosc zgloszen

srednia liczba symulowanych zdarzen
rodzaj nastepnego zdarzenia

liczba zdarzen w systemie do biezacego czasu
liczba zdarzen w kolejce

status obslugi

czas oczekiwania w kolejce

czas pracy obslugi

czas biezacy

czas wystapienia ostatniego zdarzenia
czas nastepnego zdarzenia

czas trwania symulacji

o0 o° o° d° d° o° OO O° o° d° d° o° o°

sredni czas jednostki w systemie

% dla kolejnych iteracji

% srednia liczba oczekujacych w iteracji

o

% zegar, czas biezacy

)

% stan obslugi
diugos¢ kolejki

oe°

czas_o_zdarzenia=0.0;
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liczba w_syst=0; % poczatkowa liczba klientdéw w systemie
% poczatkowa wartosé¢ czasu

ogolny czas=0.0;
czas_kolejki=0.0;

obszar obslugi=0.0;
t=[1; L g=[1; T=[1; Tag=[];
W_s=[];

u = rand(1l);
czas_n zdarzenia(l)
czas_n zdarzenia(2) = 1.0*exp(30);

oo

~

=0;

% prowadz symulacje gdy obsiuzono mniejszg liczbe klientdéw niz zatozono

% Pseudolosowy czas zdarzenia: funkcja wykladnicza

= czas_b - log(u)/Lambda;

while(liczba w_syst < s_liczba sym zdarzen)

k=k+1;

zegar; % nastepne zdarzenie

% zapisz dane statystyczne

delta czas = czas b - czas o zdarzenia;

czas_o_zdarzenia = czas_b;

czas_kolejki = czas kolejki + liczba w g * delta czas;
obszar obslugi = obszar obslugi + status obslugi * delta czas;

>3

S

if (rodz n zdarzenia==1)

wejscie; % wywolaj procedure wejscia (kolejki)

elseif (rodz n zdarzenia==2)

obsluga; % wywolaj procedure obsiugi (wyjscia)
end

t (k)=czas b;
L g(k)=liczba w g;

% odstep czasu pomiedzy zdarzeniami na wejsciu:
T (k)=czas n zdarzenia(l)-czas o zdarzenia(l);

o

Tq(k)=czas_kolejki/czas b; %
W_s (k)=ogolny czas/liczba w_syst; %
N iter(ni)=N iter(ni) + L g(k);

o

end % while
N iter(ni)=N iter(ni)/k;

end; % ni=1:1 iter,

o

% raport graficzny dla ostatniej iteracji

figure

subplot (2,1,1);
plot(t,L q);

xlabel ('Czas, godz')

srednia dlugosc kolejki
sredni czas w systemie
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ylabel ('Liczba oczekujacych w kolejce')

grid
subplot (2,1,2)
plot (t,Tq);

xlabel ('Czas, godz')
ylabel ('Srednia dlugosc kolejki')
grid

figure;

subplot (2,1,1);

plot (t,T);

xlabel ('Czas, godz')

ylabel ('Odstep czasu na wejsciu, godz.')

grid
subplot (2,1,2)
plot (t,W_s);

xlabel ('Czas, godz')
ylabel ('Sredni czas w systemie, godz.')
grid

o°

o°
5]
]
o}
=
Q
[un}
[0]

function zegar

global rodz n zdarzenia 1 r zdarzen czas b czas n_zdarzenia
min czas n zdarzenia=1.0%*exp (29);
rodz_n zdarzenia=0;
% okreslenie nastepnego rodzaju zdarzenia

for i=1:1 r zdarzen

if (czas_n zdarzenia(i)<min czas n_zdarzenia)

min czas n zdarzenia = czas n zdarzenia(i);
rodz n zdarzenia = i;
end;
end
if (rodz n zdarzenia == 0)
disp(['Lista zdarzen pusta w czasie ',num2str(czas b)]);
end

czas _b=min czas n zdarzenia;

o
°

function wejscie

o

% Funkcja generujaca zdarzenie na wejsciu

global Q Granica Lambda Mu liczba w syst liczba w g status obslugi



Dodatek 251

czas b czas_z wej czas_n zdarzenia

% Pseudolosowy czas zdarzenia: funkcja wykladnicza
u = rand(1l);
czas n zdarzenia(l) = czas b - log(u)/Lambda; % czas nastepnego wejscia

o

% sprawdz, czy obstuga jest zajeta
if (status_obslugi == 1) % obsiuga jest zajeta

liczba w g = liczba w g + 1 ; % zwieksz liczbe oczekujacych w kolejce

if(liczba w g > Q Granica)

disp(['dtugos¢ kolejki = ', num2str(liczba w q)]);
disp(['Przepeinienie diugosci kolejki w: ',num2str(czas b)]);
pause
end
czas_z wej(liczba w gq) = czas b;
else % obstuga nie jest zajeta

liczba w _syst = liczba w syst + 1;
status_obslugi = 1;

% Pseudolosowy czas obslugi: funkcja wykladnicza

u = rand(1l);

czas_n zdarzenia(2) = czas b - log(u)/Mu; $% czas nastepn. wyjscia

o

function obsluga

o

% Funkcja generujaca zdarzenie na wyjsciu

global Mu liczba w_syst liczba w g status obslugi
czas_b czas_z wej czas_n_zdarzenia ogolny czas

if (liczba w g == 0)
% kolejka jest pusta wiec usun obsluge oraz dzialania na wyJjsciu

status_obslugi = 0;
czas_n_zdarzenia(2) = 1.0*exp(30);

else
% kolejka nie jest pusta, wiec zmniejsz liczbe jednostek

liczba w q = liczba w g - 1;

delta = czas_b - czas_z wej(1l);
ogolny czas = ogolny czas + delta;

liczba w syst = liczba w syst + 1;
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% Pseudolosowy czas obslugi: funkcja wykladnicza
u = rand(1l);
czas_n zdarzenia(2) = czas b - log(u)/Mu;
% przesun rejestr czasu zdarzen na wejsciu
for i l:liczba w g

czas_z we]j (i)=czas_z wej (i+l);
end

end
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