Zadanie 1 - Metoda Lapunowa 2 badania stabilnosci.
Zbada¢ stabilno§¢ w otoczeniu punktow rownowagi uktadu opisanego podanymi réwnaniami. Wyznaczy¢ obszary stabil-
nos$ci asymptotycznej w otoczeniu tych punktow réwnowagi.

[

dt Y

dy _ (1)
a7

- Badanie punktow rownowagi.
Punkty rownowagi wyznaczamy przez przyrownanie prawej strony rownan systemu do zera:

¥ —y=0

x—y=0

skad: x =y oraz:

x*—x=0,

x(x—-1)=0.

Zatem: x; =y; =0oraz: x; =y, = 1.

Otrzymujemy wiec dwa punkty rownowagi o wspotrzednych: (xi1, y1) = (0, 0) oraz (x2, y») = (1, 1).
Roéwnania systemu (1) mozna takze zapisa¢ w formie réwnan stanu:

X = AXx,

gdzie:

Ll 0

- Linearyzacja funkcji opisujacej system

W tym przypadku funkcja opisujaca system (prawa strona rownania systemu) jest okreslona przez wielomian drugiego
stopnia, wigc linearyzacj¢ mozna przeprowadzi¢ przez pominig¢cie sktadnikow zwigzanych ze zmiennymi w drugiej i
(ewentualnie) wyzszych potegach, na podstawie ktorej mozna okresli¢ stabilno$¢ uktadu w tych punktach.

Dla punktu (x1, y1) = (0, 0) otrzymamy nastgpujaca macierz stanu uktadu zlinearyzowanego:

-

Okreslamy wartosci wlasne macierzy stanu w celu wyznaczenia rdbwnania charakterystycznego dla rozpatrywanego punk-
tu:

=AM1+2)+1=0
1 —-1-A +4)

det[A—M]z‘

Stad: AV +A+1=0 , oraz pierwiastki tego rOwnania, ktore sa warto§ciami wlasnymi macierzy A:
1\
Mpy=—Z%]—.
2 2
Czgsci rzeczywiste obu pierwiastkow sa ujemne, a wigc uktad w tym punkcie jest stabilny.
Dla drugiego punktu o wspotrzednych x, = y» = 1 przeksztalcamy rownanie uktadu tak, aby ten punkt znalazt si¢ w po-
czatku uktadu wspotrzednych. Wprowadzamy nowe wspotrzedne:
z1=x1—1;z2=x2-1,
tak, ze (z1, z2) = (0, 0) jest poczatkiem uktadu wspotrzednych, w ktdrym znajduje sie rozpatrywany punkt rownowagi.
Po podstawieniu tych wspotrzgdnych do rownania systemu otrzymamy:

dz
1L _ 2 — 52
dt - (‘x _y)x=x1=z| +1, y=x,=z,+1, Zl + 2Zl _ZZ

dz,

? = (‘x - y)x:xl =z1+1, y=x,=2,+1, = Zl - ZZ

W procedurze linearyzacji pomijane sa sktadniki z potegami wyzszymi od pierwszej, co prowadzi do nastgpujacego row-
nania zlinearyzowanego systemu:

alo )L Sl



Wartos$ci wlasne tego systemu okreslamy wg znanej procedury:

2—A -1 )
det[A—kI]: =y =—2-AM)1+N1)+1=A —k—le’
1 5
skad otrzymujemy: 7¥1,2 = E * 7 .

Jeden z powyzszych pierwiastkow (warto$ci wlasnych macierzy stanu) jest dodatni (czg$¢ rzeczywista), co oznacza, ze ten
punkt rownowagi jest niestabilny.

- Badanie obrazu fazowego uktadu.

Model analizowanego uktadu (Simulink) jest pokazany na Rys. 1. Odpowiadajacy mu zbidr dyskowy jest zapisany w pliku
Przykl 11 di1.slIx. Warto$ci poczatkowe mozna zadawa¢ w blokach integratorow, natomiast bloki oznaczone ‘x’
oraz ‘y’ stuza do przekazywania odpowiednich zmiennych (wynikéw symulacji) do przestrzeni roboczej programu Matlab
(Workspace), gdzie moga by¢ wykorzystane do nastgpnego przetwarzania — patrz program w pliku Przyk_11_7_2.m.
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Rys. 1. Model Simulink badanego uktadu

Uzyskane trajektorie fazowe dla roznych wartosci poczatkowych oraz wybrane przebiegi czasowe sa pokazane na Rys. 2.
Na portrecie fazowym (Rys. 2a) wida¢ wyrazna granic¢ rozdzielajaca obszar stabilny i niestabilny uzyskanych trajektorii.
Przebiegi czasowe (Rys. 2b) odpowiadajg warunkom poczatkowym, ktore sa zaznaczone na krawedziach portretu fazowe-
go z Rys. 2a). Punkty poczatkowe lezg bardzo blisko granicy strefy stabilnej uktadu, co w tym przypadku oznacza, ze tak-
ze stan przej$ciowy odpowiedzi czasowej przechodzi bardzo blisko niestabilnego punktu (x, y) = (1, 1) dla czasu ¢ = 11s.
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Rys. 2. Portret fazowy (a) oraz przebiegi czasowe uzyskane z symulacji badanego uktadu (b)

- Wyznaczenie obszaru stabilnosci asymptotycznej w otoczeniu stabilnego punktu o wspolrzednych (xi, y1) = (0, 0). Zba-
dajmy jeden z przypadkéw wyboru funkcji Lapunowa w celu wyznaczenia obszaru stabilnosci badanego uktadu w otocze-
niu stabilnego punktu.
Punkt ten odnosi si¢ do rownania (1) zapisanego w formie przyjetych dwoch wspotrzednych:

. 2

X=X X

- )

Xy, =X =X,

a) Jednym z prostych sposobow okreslania funkcji Lapunowa jest przyjecie nastgpujacej formuty:



2

Vix,y)=V(x,x,)= (x1 )2 +()'c2 )2 = (xlz —x2) +(x1 X )2 €)

Mozna sprawdzi¢, ze funkcja (3) w duzej mierze spetnia wymagania Lapunowa: - 7(0, 0) = 0, a ponadto jest dodatnio
okreslona w znacznej czg$ci pozostatego obszaru plaszczyzny (x, y) = (xi1, x2). Przebieg zmian wartosci tej funkcji jest po-
kazany na Rys. 3. Widok na Rys. 3a) jest obrécony w celu ukazania jej przebiegu w poblizu miejsc zerowych funkcji.
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Rys. 3. Przebieg zmian funkcji Lapunowa (3): w przedziale V' = (0, 1) (a) oraz w zawezonym przedziale V= (0, 0,0325) (b)

Rys. 3b) obrazuje przebieg tej funkcji po wyodrgbnieniu obu lokalnych miniméw zwiazanych z warto§ciami zerowymi w
punktach (x, x2) = (0, 0) — obszar stabilny oraz (x, x2) = (1, 1) — obszar niestabilny, w przedziale V'= (0, 0,0325).
Pochodng funkcji Lapunowa obliczamy wedtug znanej zaleznosci:

: dV(x,,x,) |dV(x,x,) dV(x,x,) || X
= L) [ ) V)]
| 2 2
X —x
:|:49613—4)Clx2 +2(x, —x,) —2x12+4x2_2x1i||: 1 2:| @
X=X

=4x] —8xx, +4x,x) —2x) —2x] —4x,x, .
Obszar ujemnych wartosci funkcji (4) mozna wyznaczy¢ przez zbadanie zaleznosci: V(xi, x2) < 0 (Rys. 4). Granice obsza-
row zwigzanych z wartoSciami dodatnimi funkcji Lapunowa (V(xi, x2) > 0) oraz ujemnymi warto$ciami jej pochodnej
wzgledem czasu, sg pokazane na Rys. 5.

Rys. 4. Przebieg zmian wartosci pochodnej funkcji Lapunowa wzgledem czasu (ptaski obszar odnosi si¢ do ujemnych
wartosci funkcji)
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Rys. 5. Granice obszarow zwiazanych z dodatnimi wartosciami funkcji Lapunowa (1, 3) oraz ujemnymi warto$ciami jej po-

chodnej wzgledem czasu (2)

Zgodnie z twierdzeniem Lapunowa, obszar stabilnosci asymptotycznej powinien spetniaé trzy warunki:

- 10, 0) =0,

- V(X1, XQ) >0,

- V(xl, x2) <0,

przy czym w obszarach zwigzanych z ostatnimi dwoma warunkami nie moze wystepowaé wartos¢ zerowa funkcji.

W zwiagzku z ostatnig uwaga, z rozwazan na temat stabilnos$ci badanej funkcji nalezy usunaé obszar 3 na Rys. 5 (obszar
zwigzany z niestabilnym punktem réwnowagi (x1, x2) = (1, 1)). Wobec tego, przyjeta funkcja V(xi, x») (3) jest ograniczona
do obszaru 1 na Rys. 5 z pominigciem niewielkiego klina zwigzanego z naktadajacym si¢ obszarem nieujemnych wartosci
pochodnej funkcji Lapunowa wzgledem czasu: V(xi, x2) > 0. Zauwazmy, ze w niezakreskowanych obszarach na Rys. 5 po-
chodna funkcji Lapunowa przyjmuje ujemne wartosci, jednak tylko w obszarze 1 sama funkcja spetnia warunki odpo-
wiednie do stabilnosci rozwazanego uktadu.

Uwagi:
- Granice poszczegdlnych obszarow funkcji Lapunowa oraz jej pochodnej moga by¢ wyznaczone przez analiz¢ zmiany

znaku (wartosci 0) funkcji ¥(x1, x») oraz przekroju funkcji V(xi, x2) na poziomie V., ktory zachodzi w punkcie P (Rys. 5).
Na podstawie (3) otrzymamy:

Vix,x,)= (xf - X, )2 +(x, —x, )2 =x' =2x'x, +x} +2x; —2xx, =V, (5)

rm

Mozna sprawdzi¢, ze funkcja (3) w punkcie P (Rys. 5) ma lokalne maksimum o wartosci V., ktore mozna obliczy¢ z wa-
runku zerowania si¢ parametru A, jesli rownanie (5) rozpatrywac jako roéwnanie kwadratowe wzgledem zmiennej x;:

2x5 =2x,(x) +x)+x; (x\ +1)=V, =0,
A=4x7(x, +1)* =8x7(x] +1)+8V, =0, co jest warunkiem pojedynczej wartosci xa,
skad dla x; = 0,5 otrzymamy:

4 =1(x;‘+xf—2xf) -1 003125
2 9=05 " 32

rm
M

Przekroj funkcji V(x1, x2) na poziomie V., wyznacza granice roztacznych obszaréw w ksztalcie charakterystycznego mo-
tylka na Rys. 5, z ktorych jeden jest zwigzany z niestabilnym punktem réwnowagi (1, 1), a drugi z punktem (0, 0).

W podobny sposdéb mozna wyznaczy¢ granice obszarOw zwigzanych z ujemna wartos$cig pochodnej funkcji Lapunowa
wzgledem czasu. W tym przypadku podstawg analizy jest rownanie (4), ktére przyrownane do zera rozdziela stabilne i
niestabilne obszary w zakresie warto$ci pochodnej funkcji Lapunowa:

V(x,,x,) =4x] —8x’x, +4x,x; —2x7 —2x7 —4x,x, =0 (6)

Zapisujac (6) wzgledem jednej wspotrzednej (np. x») uzyskujemy mozliwo§¢ wyznaczenia konturu rozgraniczajacego kry-
tyczne obszary pochodnej przez rozwiazanie rownania:

(2x, —1)x; =2x,(2x] —Dx, +x7 (2x] -1) =0,
dla ktérego:



A =2x (2% (x ~ 1))

oraz:
2, ((2x7 =1+ (x ~Dy2x, )
X =
. 2x, 1 ’
25, (2% =)= (x5, ~1y2x; )
X = 25 1 .

Powyzsze wyrazenia tworza parg funkcji x, = f{x;), ktore na Rys. 5 wyznaczaja obszary 2 (zakreskowane pola odpowiadaja
dodatnim wartosciom funkcji (6)). Niezakreskowane pola tacza si¢ z ujemnymi warto§ciami tej pochodnej, co na Rys. 4
odpowiada plaskiej czeéci przebiegu funkeji V(xi, x2).

- Druga (bezposrednia) metoda Lapunowa formutuje dostateczne warunki stabilno$ci uktadu (a nie konieczne), co ozna-
cza, ze uzyskane warunki stabilnosci zwigzane z zaproponowang funkcja Lapunowa nie muszg by¢ spetnione aby badany
uktad byt stabilny. Pokazuje to powyzszy przyktad: na podstawie portretu fazowego z Rys. 2 widaé, ze badany uktad jest
stabilny w znacznie wigkszym obszarze niz wskazuje na to obszar 1 uzyskany na Rys. 5. Funkcja Lapunowa ¥ nie jest jed-
noznaczna i sposob jej definicji moze by¢ bardzo rézny, co komplikuje praktyczne zastosowanie tej metody.

- Podstawowe wykresy prezentowane powyzej zostaly uzyskane w rezultacie uruchomienia procedur zawartych w pliku
Przyk 11 7 1.m.

Zadania dodatkowe.

Funkcja Lapunowa zazwyczaj jest definiowana w postaci funkcji znanej jako forma kwadratowa. Niekiedy dobre rezultaty
w tym zakresie mozna uzyska¢ przez jej utworzenia na bazie sumy kwadratow kolejnych zmiennych stanu. Dla analizo-
wanego powyzej uktadu (1) sprawdzi¢ nastgpujace propozycje definicji funkcji Lapunowa:

a) V(%)= +y =(x-y)+)’
b) V(x,») =) +() =(x*=x)" +(x—y)

Powtorzy¢ dla tych proponowanych funkcji wykonane powyzej analizy.



