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1. Wstep

Niniejszy skrypt zawiera opis gtéwnych zagadniefi prezentowanych na wykladzie
Metody numeryczne dla inzynieréw, ktory jest przeznaczony dla studentéw kierunku
Automatyka i Robotyka na Wydziale Elektrycznym Politechniki Wroctawskie;.

Metody numeryczne sa podstawowym narzedziem analitycznym w rekach
wspoélczesnego inzyniera i stad tez nietrudno znalez¢ wyczerpujaca literature na ten
temat o réznym stopniu zaawansowania - niektére propozycje podane sa w
koricowej czeéci pracy. Kazde jednak ujecie tego tematu jest przeznaczone dla
okreslonego czytelnika, o odpowiednim stopniu przygotowania i z mysla o
specyficznym zastosowaniu prezentowanych metod. Gléwnym celem niniejszego
opracowania jest prezentacja podstawowych metod numerycznych stosowanych w
obliczeniach w elektrotechnice.

Zaklada sig, ze Czytelnik zna podstawowy kurs algebry i analizy matematyczne;j.
Wymagana jest réwniez podstawowa znajomos$¢ zasad tworzenia algorytmow
obliczeniowych. Wykonanie prezentowanych przykladéw obliczeniowych wymaga
rowniez elementarnej znajomosci korzystania z komputeréw.

Z wykladem zwigzane sa d¢wiczenia laboratoryjne, w trakcie ktérych sa
praktycznie ilustrowane zagadnienia przedstawiane na wykladzie. Podstawowym
narzedziem programowym, stosowanym do opisu poszczegélnych procedur
obliczeniowych, jak i do obliczen w laboratorium komputerowym jest MATLAB.
Program ten jest stosowany tu zaré6wno do formulowania i sprawdzania prostych
algorytméw numerycznych, jak i do rozwigzywania bardziej ztozonych zagadnieni z
wykorzystaniem gotowych procedur.

Pakiet programowy MATLAB, jak wiele innych tego typu programow
przeznaczonych do rozwigzywania zadan inzynierskich, zawiera spora liczbe
gotowych procedur numerycznych, ktére sa dostepne w postaci pojedynczych
instrukcji. Mozna zatem spyta¢, jaki jest cel dodatkowego wykladu na ten temat,
skoro wystarczy sie zapoznaé¢ z instrukcja obstugi odpowiedniego programu
komputerowego. Jednak kazdy uzytkownik tego typu oprogramowania
specjalistycznego natrafia na problemy zwigzane z wyborem odpowiednich
procedur (czesto do rozwigzania tego samego zadania mozna zastosowaé rézne
algorytmy), interpretacji bledow, doktadnosci wynikéw, rozwiazywania zagadnieri
niestandardowych, czy wreszcie rozumienia i interpretacji tekstu instrukcji. Wazna
jest takze umiejetnos¢ formulowania modeli matematycznych analizowanych
zjawisk, ktére pozwalaja okresli¢ poszukiwane parametry lub zaleznosci miedzy
nimi. W takich przypadkach wymagana jest niekiedy poglebiona znajomosc¢
zagadnieni analizy numerycznej.

W praktyce inzynierskiej metody numeryczne sa narzedziem stuzacym do
formutowania i rozwigzywania praktycznych zagadnieri obliczeniowych, a takze do
przeksztalcenia znanych modeli ciaglych do adekwatnych postaci dyskretnych. Z
tego punktu widzenia metody numeryczne sg tu traktowane jako wygodny i
wydajny sposob rozwigzywania zadan inzynierskich. Przygotowanie i rozwigzanie
takiego typu zadan wiaze sie zazwyczaj z wykonaniem nastepujacych dziatan:
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- okreslenie modelu matematycznego analizowanego zjawiska lub opis stanu
obserwowanego systemu;

- wybranie (opracowanie) odpowiedniej metody obliczeri numerycznych;

- analiza i weryfikacja poprawnosci przyjetego modelu oraz wykonanych
obliczen.

W' niniejszym wykladzie bedziemy si¢ zajmowaé gléwnie drugim =z
wymienionych dziatann. taczy sie¢ ono z podaniem sposobu (algorytmu)
numerycznego rozwigzania postawionego zadania. W obliczeniach prowadzonych z
zastosowaniem metod numerycznych nalezy sie liczy¢ ze specyfika stosowanych
narzedzi. Liczby reprezentowane w komputerze sa przedstawiane z ograniczong
dokladnoscia, ktoéra zalezy od liczby bitéw uzytych do ich zapisu. Wynikajace stad
bledy najczesciej nie maja znaczenia w dalszym wykorzystaniu wynikéw obliczen.
Niekiedy jednak wartos¢ bledow powstajacych w poszczegdlnych etapach obliczert
jest tak duza, ze kontynuowanie obliczeri staje si¢ niemozliwe (przekroczenie
zakresu) lub uzyskane wyniki zawierajq niedopuszczalne bledy.

Mozna wyrézni¢ nastepujace cztery Zrédla bledéw, ktére ograniczaja dokladnosé
koricowych wynikéw:

1. bledy w danych wejsciowych

2. przyblizony model zjawiska

3. btedy aproksymacji modelu

4. bledy zaokraglen

Bledy danych wejsciowych leza poza procesem obliczeri, jednak stosowanie
odpowiednich procedur moze prowadzi¢ do redukcji ich wplywu na wynik (na
przyklad, wygtadzanie danych pomiarowych). Problem ten taczy sie zatem z drugim
z wymienionych Zrédel bledéw. Nalezy jednak podkresli¢, ze bledy danych
wejsciowych, w ogélnym przypadku, sg nieusuwalne.

Bledny lub przyblizony model analizowanego procesu wynika z uproszczen
przyjmowanych w trakcie formulowania modelu matematycznego zjawiska lub
opisu stanu. Wynika to z potrzeby redukcji zlozonosci modelu, ktéra jest
przyjmowana w spos6éb $wiadomy lub z braku odpowiednich danych, tak ze
analizowany proces jest przedstawiany w sposéb uproszczony.

Blad metody jest zwigzany z tym, ze poprawny model jest aproksymowany za
pomoca uproszczonych formul, w ktérych dodatkowo moga by¢ stosowane
przyblizone dane raz parametry. Typowym przykladem tego typu podejscia jest
aproksymowanie zaleznosci r6zniczkowych za pomoca funkcji réznicowych.

Bledy zaokraglen wynikaja ze skoriczonej dlugosci reprezentacji liczb w
komputerze. Jesli btedy te maja charakter przypadkowy a nie systematyczny, to
sumaryczny blad statystyczny nawet dlugiej serii obliczeri jest zazwyczaj maly.
Systematyczne bledy zaokraglen moga jednak prowadzi¢ do szybko rosnacej
niedoktadnosci obliczerr. Znanym Zrédlem takich bledéw jest operacja odejmowania
bliskich sobie liczb. Jesli w algorytmie szeregowo powtarzane sa takie dzialania, to
szybko nastepuje niedopuszczalna kumulacja bledéw. Typowy przyklad jest
zwigzany z umieszczeniem takiej r6znicy w mianowniku jakiego$ wyrazenia.

Poprawnos¢ i efektywnosé algorytmoéw obliczeniowych jest okreslana za pomoca
réznych parametréw. Oto niektére z nich.
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Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu jest zwigzana z liczbg operacji numerycznych,
ktére prowadza do uzyskania wyniku. Jest zrozumiale, ze sposréd réznych
algorytmoéw, ktére zapewniaja poprawne rozwiazanie, nalezy wybiera¢ te, ktore
charakteryzuja si¢ mala zlozonoscia obliczeniowa. Jest to szczegélnie istotne w
ukladach sterowania, gdzie petny cykl obliczenn numerycznych musi by¢ wykonany
w czasie okreSlonym przez okres pomiedzy kolejnymi pomiarami wielkosci
wejsciowych.

Uwarunkowanie zadania jest cecha metod numerycznych, ktéra okresla
mozliwoé¢ uzyskania poprawnych wynikéw przy stosowaniu dowolnych danych
wejsciowych z odpowiednio zdefiniowanego zbioru. Jesli analizowany algorytm
stuzy do rozwiazania zadania y = w(X), to stopiern uwarunkowania zadania mozna

mierzy¢ za pomocq ilorazu |W(X+5X)—X(X)| /|5x|. Niekiedy uzywa sie tez terminu
czutos¢ zadania. MoOwi sie, zatem, ze zadanie jest dobrze uwarunkowane lub Zle
uwarunkowane. W pierwszym przypadku zadanie jest stabilne wzgledem danych
wejsciowych, co oznacza, ze rozwigzanie w sposob ciagly zalezy od dokladnosci
danych wejsciowych tak, ze dla || >0 jest |6y —>0. W przypadku zlego

uwarunkowania zadania, mozliwo$¢ uzyskania poprawnego rozwiazania zalezy od
wartosci danych wejsciowych. Cecha ta jest wykorzystywana do odpowiedniej
korekcji zadan Zle uwarunkowanych, ktére nie moga by¢ inaczej rozwigzane.

W wielu przypadkach algorytm zastosowany do rozwigzania zadania dobrze
uwarunkowanego (stabilnego) moze by¢ niestabilny. Stabilno$¢ numeryczna
algorytmu odnosi sie¢ do mozliwosci uzyskania okreélonej dokladnosci obliczeri.
Algorytm jest stabilny numerycznie, gdy zwiekszajac doktadnos¢ obliczefi mozna z
dowolng dokladnoscia okresli¢ dowolne z istniejgcych rozwigzar.






2. Liniowe uklady ré6wnan

21. Wprowadzenie

Zagadnienie rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych jest podstawowym
problemem w metodach numerycznych. Metod rozwiazywania tego zagadnienia jest
wiele, a wybdr tej czy innej metody zalezy od rodzaju zadania, oczekiwanej
doktadnosci i srodkéw technicznych bedacych w dyspozycji (szybkoé¢ procesora
oraz objeto$¢ pamieci).

Zal6zmy, ze mamy uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi:

10x, —7X, =6
-3%, +2X, +6x, = 4 (2.1)
35X, =X, +5%X =3

Roéwnanie to mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci macierzowej:

10 =7 0x] [6
~3 2 6|x,|=|4 (2.2)
5 -1 5(x 3

Przechodzac do postaci ogélnej mamy:
Ax=Db (2.3)
gdzie: A - macierz kwadratowa (nxn); w tym przypadku n=3,
X - wektor niewiadomych (nx1),
b - wektor wspoétczynnikoéw prawej strony (nx1).
Jedli wyznacznik macierzy det(A)=0, to rozwigzanie mozna przedstawi¢ w
nastepujacej postaci
x=A"b (2.4)

Mozna pokazaé, ze poszukiwanie rozwigzania réwnania (2.3) w postaci (2.4)
prowadzi do algorytmu o duzej zlozonosci obliczeniowej, co jest zwigzane z
odwracaniem macierzy A . Juz zastosowanie regul 'recznego' rozwigzywania uktadu
rownan (2.1) redukuje okolo n razy liczbe niezbednych mnozeni potrzebnych do
uzyskania wyniku. Ponizej przedstawimy niektére najczesciej stosowane metody
rozwigzywania réwnania (2.3).
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2.2. Metoda eliminacji Gaussa

Powyzszy przyklad z ukladem trzech réwnan liniowych mozna rozwigzac
stosujac metode, ktora jest zblizona do tradycyjnej metody 'szkolnej'. Polega ona na
kolejnej eliminacji zmiennych. Korzysta si¢ przy tym z prostych dziatan, takich jak:
mnozenie obu stron réwnania przez stala wartos¢ lub dodawanie réwnan stronami.

W rozwazanym przypadku (2.1), zmienna X, moze by¢ wyeliminowana z
drugiego réwnania przez odjecie od niego réwnania pierwszego pomnozonego
przez wspoélczynnik —3/10=-0,3. Podobnie mozna postapi¢ z trzecim réwnaniem:

w tym przypadku pierwsze réwnanie przed odjeciem go od réwnania trzeciego
nalezy pomnozy¢ przez wspéiczynnik 5/10=0,5. Po wykonaniu tych operacji

otrzymamy nastepujaca posta¢ rownania (2.1):

10x, —7x, = 6
-0.1x, +6x, = 5.8 (2.5)
2.5%, +5%, = 0

ktére ma nastepujaca forme macierzowa:

10 -7 0fx] [6
0 -0.1 6[x,|=|58 (2.6)
0 25 5[x| |0

Z ostatnich dwéch réwnan mozna najpierw okreéli¢ X, przez eliminacje zmiennej
X, z trzeciego réwnania. Mozna to uzyska¢ przez dodanie drugiego réwnania po
jego pomnozeniu przez wspotczynnik —-2,5/0,1=25. Ostatecznie otrzymamy:

10 -7 0fx 6
0 -01 6]x|=|58 2.7)
0 0 155| x| |145

Zauwazmy, ze z ostatniego réwnania (ostatni wiersz) mozna juz bezposrednio
okresli¢ zmienng x,. Ten etap obliczerr nazywa sie etapem eliminacji zmiennych.
Poczynajac teraz od ostatniego réwnania (ostatniego wiersza w zapisie
macierzowym) mozna otrzymac kolejne rozwigzania. Jest to postepowanie odwrotne.
Zatem, w celu uzyskania wartosci wszystkich niewiadomych wykonujemy
nastepujace dzialania:

145 29
X, =——=—"—
155 31
ool (55620 L (1798-174)_-58
~0.1 31) -01l 31 31

1 29 58)_118.6-40.6 -22
10 3.1 31
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Powyzsze operacje mozna zapisa¢ dla ogoélnego przypadku. W tym celu
rozpatrzmy og6lna posta¢ réwnania (2.3), gdzie:

a, a, .. a, b, X,
a, a, .. a b X

S e e T (2.8)
a, 8, .. a, b, X,

ktére mozna zapisaé¢ w postaci nastepujacego ukladu réwnan

a, X, +a,X, +.. +a,x, =b,

In“n

ayX, +anX, +.. +a,,x, =b,

(2.9)

+a, X, +a,X, +.. +a,X, =Db

n

Stosujac pierwszy krok eliminacji w odniesieniu do (2.9) otrzymamy uklad
rownan, w ktérych poczynajac od drugiego z nich, wyeliminowana jest zmienna X, :
2) —b

a,; X, +a,pX, +... +a,;X, =0

+al’x, +.. +al’x =b?

(2.10)
+aPx, +.. +a¥x =b®?
gdzie:
a a a
(2) _ 21 (2) _ 21 (2) _ 21
azz - azz - a12 s az3 - a23 - a13 DA a2n - a2n - aln s
11 11 11
a a
@ _ 31 42 _ 31 @ _ 31
a32 - a32 —a, a33 - a33 - a13 DAY a3n - a3n —a, 7oeeer
11 11 11
a a a
2) _ nl 2) _ nl 2) _ nl
an2 - a‘nz - a]2 s a‘n3 — %n3 T a‘]3 ALY ann - a‘nn _aln
11 11 11
oraz
a a a
2 2 2
bz( ) =b, —b, =2, b3( ) :b3—b1i,..., bé ) =b, —b -
all 11 a'11
W ostatnim kroku tej procedury uklad réwnarn ma nastepujaca postac:
a, X, +a,X, +.. +a,X, a,, X, =b,
+al’x, +.. +all’x, al’x.  =b®
. . . ) . (2.11)

+a" b x, +a"Vx, b""

n—In-1 n-In

(m NG
+a,’X, =b,
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a(nfl) a(nfl)
(n-1) _“nn-1 b(n) — b(n—l) _ b(n—l) nn—1
n-1n (n-1) 7 “n n n-1 (n-1) °*
n—-In-1 n—1n-1

gdzie: a\”) =a"™" —a

nn

W ten spos6b, po wykonaniu procedury eliminacji zmiennych pierwotne réwnanie
przeksztalca sie do postaci z gorna tréjkatng macierza U :

Ux=D (2.12)
gdzie:

ull ulZ uln
U — 0 u22 uZn

0 0 u

X, = (2.13)

Dalej, znajac niewiadome X, X, X,,, Z k-tego réwnania obliczamy:

n»° n-1°
n
by — D Uyx,

X, = (2.14)
ukk

przy czym uwzgledniane sg odpowiednio przeksztalcone wspoétczynniki wektora b.

Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy algorytm rozwiazywania ukladéw réwnan
liniowych metoda eliminacji Gaussa.

{eliminacja zmiennych}
fori:=2 ton do
for k:=i to n do

begin

a; .
iy —— dlal=i,i+1,..,n

0 dlal =1,2,...,i—1

end;
end;

{odwrotne podstawianie}



Liniowe uktady rownan 13

n
b, — > ayx,

j=k+1

for k:=n-1to 1 step -1 do X, =
akk

W powyzszym algorytmie zaklada sie, ze w pierwszym etapie nie jest tworzona
nowa macierz U, natomiast tworzona macierz tréjkatna jest zapisywana na miejscu
macierzy A.

Jak widaé¢, w operacjach arytmetycznych wazna role odgrywaja elementy lezace
na przekatnej macierzy wspolczynnikéw réwnania. Przez nie sa dzielone
odpowiednie rownania w pierwszym etapie eliminacji zmiennych. Takze w wyniku
dzielenia uzyskuje sie kolejne rozwigzania na etapie podstawiania zmiennych.
Rozwiazanie staje si¢ nieosiagalne, gdy ktorys z tych elementéw diagonalnych jest
rowny zero (wéwczas macierz parametréw jest osobliwa). Réwniez przy matych
wartosciach elementéw diagonalnych mozna spodziewaé sie duzych bledow (gdyz
wystepuje dzielenie przez malq liczbe, ktora - z racji reprezentacji dyskretnej - moze
by¢ przedstawiona niedokladnie. Aby tego uniknaé stosuje si¢ modyfikacje metody,
ktéra polega na tak zwanym czesciowym wyborze elementu wiodgcego. W tym celu,
przed eliminacja kolejnej zmiennej (etap wprzod), sposréd réwnan pozostajacych do
rozpatrzenia (ponizej danego wiersza) wybiera si¢ to, ktére ma w redukowanej
kolumnie (w pierwszej niezerowej) najwieksza warto$¢ i zamienia sie go z danym
rownaniem. Odpowiedni algorytm zostanie pokazany w nastepnym rozdziale.

Optymalne metody rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych powinny
przewidywa¢ takie uporzadkowanie réwnania, aby macierz A byla diagonalnie
dominujacg. Oznacza to, ze moduly elementéw na przekatnej sa nie mniejsze od
sumy moduléw pozostalych elementéw w tym samym wierszu (wéwczas jest to
macierz diagonalnie dominujaca kolumnowo), co mozna zapisa¢ nastepujaco

n
|aii| > kz_:,|aki

k=i

,1=1,2,..,n

2.3. Metoda rozkladu LU

Zal6zmy, ze kwadratowa macierz wspélczynnikéw réwnania A zostanie
przedstawiona w postaci iloczynu dwéch macierzy tréjkatnych:

A=LU (2.15)

gdzie:
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u11 u12 ul,n—l uIn
1
u22 u2 n-1 u2n
L, 1 0
L= : |, U=
I I 1
n-1,1 n-1,2
| I I 1 0 un—l,n—l un—l,n
L 'nl n,2 n,n—1 i
L un’n -

Zal6zmy, ze znane sa macierze L, U dla danej macierzy A. Wéwczas réwnanie
(2.15) mozna zapisa¢ w nastepujacej formie

LUx=b (2.16)

Wektor x mozna okresli¢é w dwoch etapach, rozwiazujac kolejno nastepujace
rOwnania

Lz=b (2.17)

Ux =1z (2.18)

Ze wzgledu na trdjkatng strukture macierzy L oraz U, réwnania (2.17)- (2.18)
mozna rozwigza¢ bezposrednio przez odwrotne podstawianie, jak w metodzie
Gaussa. Wymaga to wykonania n® operacji mnozenia i dzielenia, a wiec tyle, ile
potrzeba na pomnozenia macierzy przez wektor. Duzg oszczednoé¢ uzyskuje sie
wowczas, gdy rownanie (2.16) trzeba rozwiazaé¢ dla réznych wartosci wektora b.
Nalezy zauwazy¢, ze macierze L oraz U moga by¢ zapisane w jednej macierzy
P=[L\U], gdyz elementy diagonalne macierzy L sa zawsze réwne 1, wiec nie
musza by¢ pamietane.
Wektor x mozna okresli¢ za pomoca nastepujacego algorytmu

m {rozwigzanie réwnania (2.17)}

i—1
fori:=1tondo z :=b-> p,z

m=1

fori:=nto 1 step -1 do X = (Zj - Z pjmxm]/ p; {rozwigzanie réwnania (2.18) }
m=j+1
Algorytm rozktadu LU mozna tatwo wyznaczy¢ na podstawie zwigzku (2.15). Na
przyktad, dla n=3 macierz A wyraza si¢ w nastepujacy sposéb za pomoca
wspotczynnikéw macierzy L oraz U:

a,, 4, 3a; Uy, u, U,
A= Ay, Ay Ay (= |21u11 |21u12+U22 |21u13+u23
ay; a; aj |31u11 |31u12 +|32u22 |31u13+|3zuz3+u33

Z powyzszego przedstawienia mozna okresli¢ sposéb obliczania elementow
macierzy L oraz U:
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1. u, =a,
|21 =a,, /Uy,
l;, =a, /u,
2. U, =a,,

Uy, =8y, _IZIUIZ

l;, = (a32 _|31u12)/u22
3. Us =8,

Up; =853 _|21u13

Uyy =y —l3,U;; =15,

Wida¢, ze w kazdym z trzech krokéw (n=3) najpierw sa obliczane elementy
macierzy U, a nastepnie elementy macierzy L w danej kolumnie. Dla ogélnego
przypadku mozna to zapisa¢ w postaci nastepujacego algorytmu

{warunki poczatkowe - inicjalizacja macierzy: L =1 (nxn), U=0 (nxn)}
for k:=1 to n do
begin

] k-1
for i:=k ton do u, =a,—->I,.U.,
m=1

k-1
for j:=k+1 to n do I} ::(ajk—ZIjmumk)/ukk;
m=1

end;

Algorytm ten jest nazywany algorytmem Gaussa-Banachiewicza [8].

Podobnie jak w przypadku algorytmu Gaussa, dla poprawienia skutecznosci i
doktadnosci algorytmu LU mozna stosowaé wybdér maksymalnego elementu
glownego w kolumnie. W tym celu nalezy poréwnac ze sobg wyrazy K -tej kolumny
macierzy A lezace na i ponizej gléwnej przekatnej (k< j<n):

K—
p,=a, — %1 U, k<j<n (2.19)
m=1
i wybra¢ spoéréd nich najwiekszy co do modutu. Odpowiadajacy mu wiersz nalezy
przestawi¢ z rozpatrywanym K-tym wierszem macierzy A. Procedura ta nie
prowadzi do znacznego skomplikowania algorytmu, gdyz wyrazenie (2.18) jest
fragmentem gléwnego algorytmu i tak musi by¢ obliczone.

Zalézmy, ze elementy macierzy L oraz U beda zapisane na odpowiednich
miejscach macierzy A (macierz ta nie zostanie zachowana), a elementy wektora
d={d,} okreélaja numery wierszy macierzy A zgodnie z przestawieniem
wynikajagcym z wyboru maksymalnego elementu gléwnego. Przeprowadzone
rozwazania prowadza woéwczas do nastepujacego algorytmu rozkladu LU z
wyborem maksymalnego elementu gtéwnego w kolumnie.
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{warunki poczgtkowe}
err:=0;
fori:=1tondod,;:=0;
{gtowny algorytm}
for k:=1 to n do
begin
{wybor elementu gtownego}
b:=0;
for j:=k to n do
begin

k-1

ay =au — D Al
m=1

if |a;|>b then

begin b:=‘ajk ; W= end;

end;

if b=0 then begin err:=1; haltend; {brak rozwigzania}
{przestawienie wierszy}
if w>k then

begin
for j:=1to n do

begin b:=a,; a,;:=a,;; a,;:=b end;

Wj;
s:=d,;d, =d,;d,:=s

end;

{obliczenie u, }

k-1
fori:=k ton do a, =3, — Z]akmami ;
m=

{obliczenie 1 }
for ji==k+1 to n do a; :=a; /a;
end;

Jesli wynik tego algorytmu jest stosowany lacznie z algorytmem rozwigzywania
réwnania (2.16), to wektor b nalezy uszeregowac zgodnie z indeksami zawartymi w
wektorze przestawien d:

b =b,,i=12,..n,

gdzie: wektor b ={b, } moze by¢ bezposrednio uzyty w algorytmie (2.17).
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Algorytm rozwigzywania ukladu réwnan liniowych moze by¢ stosowany do
odwracania macierzy. Zauwazmy, ze

10 - 0

AA™ = O 1 0 (2.20)
00 1

zatem

A=A 1 o 10 ]=lG Al el (2.21)

gdzie

1, jest wektorem kolumnowym (nx1) z jedynka na i-tej pozycji i zerami w
pozostatych miejscach,

ay;,’ jest i-ta kolumng poszukiwanej macierzy A™.

Mozna zauwazy¢, ze a;;,’ jest rozwigzaniem rownania

1 _
Aa; =1

(2.22)
zatem w celu obliczenia macierzy A~ nalezy rozwiaza¢ n réwnan typu (2.22). W
przedstawionych metodach wymaga to tylko jednokrotnego rozkladu macierzy A
(na macierz tréjkatna lub na macierze LU). Zlozonos¢ obliczeniowa takiego
algorytmu jest z grubsza réwna trzykrotnej zlozonosci rozwiazania pojedynczego
ukladu réwnar liniowych.

24. Iteracyjne metody rozwiazywania ukladu ré6wnan liniowych

Przedstawione powyzej metody eliminacji nie uwzgledniaja r6znych wiasciwosci
macierzy wspoélczynnikéw, ktére w metodach iteracyjnych moga prowadzi¢ do
uproszczenia obliczer, co jest szczegélnie wazne w zadaniach o duzych rozmiarach.
Ma to miejsce, na przyklad, w przypadku macierzy o silnie dominujacej przekatnej,
gdy wiele elementéw lezacych poza przekatna ma matag wartosé lub sa to elementy
zerowe. Mozna w takim przypadku zalozyé¢, ze wszystkie elementy lezace na
przekatnej macierzy wspoétczynnikéw réwnania sg rézne od zera. W taki przypadku
roéwnanie (2.3) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

X. _ L b =Y ayx; |, i=12,..n (2.23)

Przy zadanych wartoSciach poczatkowych poszukiwanych niewiadomych
zdefiniowanych przez wektor x, kolejne przyblizenia mozna uzyskaé¢ zgodnie z
algorytmem iteracyjnym. Metody iteracyjne sprowadzaja sie do poszukiwania
rozwigzania ukladu réwnan o postaci
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f.(X,%y5..%,)=0,1=12,..n (2.24)

ktoéry jest rownowazny (2.3).

Ogolny schemat iteracyjnego rozwigzywania ukladu n réwnan mozna zapisac
nastepujaca zaleznoscia

xJ M =x)+ A0}, i=12,..n (2.25)
gdzie | jest numerem kroku iteracji,

A jest wielkoscia kroku iteracji,

v} parametrem okreslajacym 'kierunek' iteracji,

przy zatozonych poczatkowych wartosciach x, i =12,..n.

W przypadku ukfadu réwnan liniowych, odpowiednie metody iteracyjne sa
tworzone na podstawie przedstawienia réwnania (2.3) w nastepujacej postaci
X=Cx+d (2.26)

skad kolejne przyblizenia rozwiazania sa okre$lane zgodnie z réwnaniem

x“'=Cx"* +d (2.27)

Zgodnie z tym algorytmem, réwnanie (2.23) mozna zapisa¢ w nastepujacej formie
iteracyjnej:

1 n
k+1 k .
J#i
Zaleznos¢ ta jest znana jako iteracyjna metoda Jakobiego rozwigzywania réwnan
liniowych.
Poszczegblne metody réznia sie sposobem wyboru kroku iteracji A oraz

parametru v. Oméwimy ponizej pewna modyfikacje metody Jakobiego, znana jako
metoda Gaussa-Seidla.

W metodzie Gaussa-Seidla kolejne przyblizenie rozwigzania réwnania (2.3)
okreéla sie zgodnie z nastepujacym podstawieniem

k+1 k k _
a X+ apXt+  agXs+ o+ agx, = b

X+ a,xst+ ayxi+ o+ a,xf= b, 229

a X"+ a,xt+ a L xd+ e+ a x'= b

nn°'n

co mozna zapisa¢ w nastepujacej formie macierzowej

A XA X =b (2.30)
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gdzie
i a'll | i alZ al,n—l aln |
a‘21 a‘22 O a‘2,n—| a2n
A = , A=
Ay gy e Ay 0 An_in
8, A, e A 8y | i |

Algorytm iteracyjnego poszukiwania rozwigzania wynika bezposrednio z (2.30).
W nastepujacych po sobie krokach okreslane jest przyblizenie kolejnej zmiennej po
uwzglednieniu uzyskanych przyblizer poprzednich zmiennych:

k+1 k k k
X = —a;,X, /all_ a;3 Xy /all_ T a, X, /a11+ b]/all

k+1 k+1 k k
X, = —ayX /azz - a3 X5 /azz - T a,, X, /azz + bz /azz

(2.31)

k+1 k+1 k+1 k+1
Xy = —a,X /ann - apX /ann - T an,n—lxn—l /ann + bn /ann
co moze by¢ zapisane w nastepujacej ogolnej postaci

b. iza; noa.

Xik+1 N z:_'JX‘_(Jr1 -3 Jx? (232)

a; =g ! j=i+1ay;

Warunki zbieznoéci procesu iteracyjnego zwigzanego z algorytmem Gaussa-
Seidla moga by¢ okreslone na podstawie badania réwnania uzyskanego z (2.30)

X“'=-A'AX +A'b (2.33)

Mozna pokaza¢ (patrz rozdzial dotyczacy iteracyjnego rozwigzywania ukladéw
rownan nieliniowych), ze warunek zbieznosci procesu okreslonego przez (2.33) jest

okreslony przez wartosci wlasne macierzy —A;'A, . Dostatecznym i wystarczajacym

warunkiem zbieznosci metody jest to aby moduly wszystkich wartosci wiasnych tej
macierzy byly mniejsze od jednosci. Jest to rownowazne nastepujacemu warunkowi
odnoszgcemu sie do wspoétczynnikéw macierzy A

|a“|>1i1

j#i

a;| i=1,2,..n (2.34)

co oznacza, ze rozwigzanie iteracyjne jest mozliwe, jedli moduly elementow
diagonalnych sa wieksze od sumy moduléw wszystkich pozostatych elementéw w
wierszu macierzy. Wiekszoé¢ zagadnienn spotykanych w technice spelnia ten
warunek. Niekiedy nalezy wczeéniej odpowiednio przeksztalcié wyjsciowy uktad
rownan.

Ostatecznie, metoda Gaussa-Seidla iteracyjnego rozwigzywania ukladéw réwnan
liniowych przybiera forme nastepujacego algorytmu.
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1.

Uporzadkowaé¢ wyjéciowy wuklad n réwnan tak, aby w macierzy
wspélczynnikéow A najwieksze co do modulu elementy znalazly sie na
przekatnej, co jest okreslone nastepujacym warunkiem

|aii|>‘aij‘i¢j, i=1,2,..,n, j=1,2,..,n

Przyja¢ warunki poczatkowe

h=b X0 3

Powtarza¢ proces iteracyjny (2.33) dla k=1,2,--- az spelniony zostanie

warunek

k+l
i

max |X

i=1,2,...,n

xik‘<g

gdzie ¢ - zalozona dokladnos$¢ obliczeni.

Metody iteracyjne stosowane sa zazwyczaj do rozwigzywania duzych ukladéw
rownan, w ktérych wiele wspotczynnikéw ma wartoé¢ zerowa (sa to tak zwane
rownania z macierzami rzadkimi). Woéwczas mozna oczekiwa¢ mniejszej ztozonosci
obliczeniowej takiego podejScia niz stosowanie metod skonczonych. Metody
iteracyjne sa takze stosowane do poprawiania (zwiekszania dokladnosci) wynikéw
uzyskanych w rezultacie stosowania metod skoriczonych.



3. Rozwiazywanie rownan nieliniowych

3.1. Zagadnienia jednowymiarowe

Zalézmy, ze dana jest funkcja f(X) rzeczywistego argumentu x. Celem naszych
dziatan jest okreslenie rozwigzania nastepujacego réwnania

f(x)=0 (3.1)

to znaczy, okreslenie wartosci zmiennej X, dla ktérych spetniona jest zaleznos¢ (3.1).

Nalezy zauwazy¢, ze w ogdlnym przypadku zadanie to nie jest proste, gdyz ze
wzgledu na nieliniowos¢ funkgji f(x) nie jest nawet wiadomo ilu rozwigzari mozna

oczekiwaé. Nie ma ogoélnych, jednoznacznych metod rozwigzywania takich zadan.
Znane sa natomiast metody przyblizone, ktére opieraja sie na poszukiwaniu
rozwiazan w drodze kolejnych iteracyjnych przyblizen.

Metoda prostej iteracji

Zapiszmy réwnanie (3.1) w nastepujacej postaci
X = g(X) (3.2)
Iteracyjne rozwigzanie rownania (3.2) polega na wykonaniu nastepujacych dziatar
X1 = g(x) (3:3)

przy warunkach poczatkowych: x° = X, .

Powstaje oczywidcie pytanie, czy ciag wartosci X uzyskany w wyniku
stosowania procedury (3.3) prowadzi do rozwiazania, to znaczy, czy metoda jest
stabilna. Dowodzi sie, ze warunek zbieznosci mozna zapisa¢ nastepujaco. Dla
dowolnie wybranej zmiennej ¢ zachodzi nieré6wnosé

900 - 9(&)| < K|x—¢| (3.4)

gdzie K <1.

Jesli warunek (3.4) jest spelniony, to algorytm (3.3) nazywa sie odwzorowaniem
zawezajacym, ktore prowadzi do rozwigzania. Warunek ten w wielu przypadkach
nie jest spelniony i ré6zne metody iteracyjnego rozwigzywania réwnania (3.1) biorg
sie stad, zeby tak wyrazi¢ rownanie (3.1) w formie (3.2), aby poszerzy¢ obszar
zbieznodci rozwigzania i przyspieszy¢ proces tego rozwigzania. W ogélnym
przypadku odwzorowanie (3.3) mozna zapisa¢ nastepujaco

Xk+l :q)(xk) (35)
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przy czym, funkcja @, znana jako funkgcja iteracyjna, jest tak dobrana, ze jesli x  jest
rozwigzaniem réwnania (3.1), to ®(X ) =X .

Metoda polowienia

Metoda potowienia (metoda bisekcji) wywodzi sie z obserwagji, ze jesli na granicach
przedzialu [a,b] funkcja f(x) ma rézne znaki, to wewnatrz przedzialu znajduje sie
przynajmniej jedno miejsce zerowe tej funkcji. Z kolei strategia poszukiwania
kolejnego, blizszego rozwigzania polega na wskazaniu w tym celu punktu, lezacego

w érodku tego wlasnie przedzialu. W ten sposéb otrzymujemy nastepujacy
algorytm.

{warunki poczgtkowe}

X:=a; y:=>b;
fx:=f(x); fy=="1(y); { fx oraz fy powinny miec r6zne znaki }
{petla iteracyjna}
while abs(x—y)> ¢ do
begin
{potowienie}
Z2:=(X+Y)/2;
fz:=1(2);
if sign( fz) = sign( fx) then
begin
pP=X; X:=2;,2:=p;
end;
else
begin

end;

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku cyfrowej reprezentacji liczb, w kazdej iteracji
potowienia dokladnos¢ rozwigzania wzrasta o jeden bit. Algorytm jest zatem zbiezny
dosy¢ wolno, chociaz przy poprawnym wyborze poczatkowego przedziatu, zawsze
prowadzi do rozwigzania. Jest on czesto stosowany jako procedura, ktéra prowadzi
do rozwiazania w skrajnych sytuacjach, gdy zawodza inne metody.
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Metoda Newtona

Znaczne przyspieszenie procesu iteracyjnego mozna uzyskad, jesli odpowiednio
dobierze sie funkcje iteracyjng @ w (3.5). W tym celu mozna zastapi¢ nieliniowg
funkcje f(x) w poblizu rozwigzania (to jest w poblizu zera) za pomoca jej
rozwiniecia w szereg Taylora

X
(6)=0= 1)+ e+ 1) ED
(X (3.6)
e+ TOX +0)2——L % +6(&-x")
Pozostawiajac tylko dwa pierwsze wyrazy rozwiniecia (przyblizenie liniowe)
otrzymujemy

0~ f(x")+ f (x")(&-x") (3.7)
oraz
N RICS) jesli '(x)=0,

f'(x%)’
co w ogodlnosci prowadzi do nastepujacej procedury iteracyjnej

kil _ ok f(X)
X =X 6 (3.8)

ktora jest znana jako metoda Newtona rozwigzywania réwnan nieliniowych.

Mozna pokazaé, ze Metoda Newtona dla pierwiastkéw jednokrotnych ma
przynajmniej zbiezno$¢ kwadratowa, co odnosi sie do stopnia przyblizenia do
rozwigzania w kolejnych iteracjach.

Metoda siecznych

Jesli w metodzie Newtona zastapi¢ rézniczkowanie funkcji za pomoca wyrazenia
réznicowego, to otrzymamy przyblizenie metody Newtona, ktére ze wzgledu na
interpretacje  graficzng jest znane jako metoda siecznych. Przyblizone
rézniczkowanie funkgji f(X) moze by¢ okreslone nastepujaco

g ke
F(x) = f(xxk) ;k(f ) (3.9)

co, po podstawieniu do (3.9), prowadzi do nastepujacego algorytmu

c ke FOO0E - x) (3.10)
fOX) = £ (x)
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jesli tylko f(x*)— f(x*")=0.

Metoda siecznych jest w wielu przypadkach wygodniejsza do stosowania
(szczegdlnie w tych przypadkach, gdy nie ma mozliwosci okreslenia pochodnej
funkcji f(x)), jednak jest ona stabiej zbiezna.

Zauwazmy, ze powyzsze metody moga by¢ stosowane jedynie woéwczas, gdy
spelniony jest warunek o réznej od zera wartosci mianownika odpowiedniego
wyrazenia (3.8) lub (3.10). Poprawnie sformulowany algorytm powinien
uwzgledniaé to i w przypadku, gdy wartos¢ ta jest odpowiednio mata, powinna by¢
proponowana inna wersja algorytmu.

Metody wielokrokowe: algorytm Aitkena

Dane jest rownanie nieliniowe o postaci
f(x)=0 (3.11)

Metoda prostej iteracji poszukiwania wartosci X, dla ktérej spelnione jest
réwnanie (3.11) polega na przeksztalceniu go do postaci

X = g(Xx) (3.12)
dla ktorej mozna sformulowaé nastepujaca regule iteracyjna
xk = g(x") (3.13)

z warunkami poczatkowymi: x° = X, .
Algorytm (3.13) prowadzi do rozwiazania, gdy proces iteracyjny jest zbiezny.

Zbieznos¢ jest zapewniona, gdy spelniony jest nastepujacy warunek. Dla dowolnie
wybranej zmiennej ¢ zachodzi nier6wnoéc

9() - 9(&)| < K|x = ¢ (3.14)

gdzie K <1.

Aby rozszerzy¢ obszar zbieznosci i przyspieszy¢ zbieznoS¢ procesu iteracyjnego
mozna stosowac jego korekcje wedlug metody Aitkena. Jej idea polega na
zastapieniu problemu rozwigzania réwnania (3.11) przez zagadnienie poszukiwania
zer funkcji, utworzonej z kolejnych wynikéw prostej iteracji:

h(x*)=xk—x*" =0 (3.15)

gdzie zmienne x* oblicza si¢ wedtug (3.13).

Problem sprowadza si¢ zatem do okreslenia sposobu korekcji metody prostej iteracji
w celu uzyskania rozwigzania procesu (3.15). Poniewaz funkcja h(x¥) jest dostepna w
postaci numerycznej, wiec rozwiagzania (3.15) mozna poszukiwac za pomoca metody
siecznych:

. h(xX Kk _ k-l
XI; =xf _ﬂffxx—k)) =x" - (Xk+1 _);k)_x(xk _ Xk—l) ¢ (3.16)

przy czym:
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Afx* )= (e =)= (x - )=l ) hixt),
ALX*)= (¢ —x)=lx)

Korekcja ]est zatem dokonywana na podstawie trzech kolejnych wartosci x*1, xk,
oraz xk*1, przyblizenia, uzyskanych wedlug metody prostej iteracji zgodnie z

nastepujaca regula:

k+1 k
K+ K X =X
XP 1 =X k+(2 2Xk+1 ')i‘ X (317)

Wynik tej korekgji przyjmuje sie¢ w charakterze kolejnego przyblizenia rozwigzania:
k+l _ k+l

X , po czym nastepuja znéw dwa kroki procedury (3.13) do kolejnej korekcji
(3.17). W ten sposob uzyskuje sie algorytm o nastepujacej postaci.
1. Przyja¢ warunki poczatkowe
X’ =X,, k=0 -numer kroku iteracji
2. Wykonaé dwa kroki prostej iteracji
y =9(x"), 2“=g(y")
3. Skorygowac wynik:

2
N (yk_xk)
Lk k k
" -2y  +X
X = kA

4. Jesli abs(A“)>eps, k=k+1,przejdzdo 2

3.2. Rozwiazywanie ukladéw rownan nieliniowych

Uklad réwnan nieliniowych moze by¢ w ogélnym przypadku zapisany
nastepujaco

£ (X5 Xy e X))

(X5 Xy seees X))
f(x)= =0 (3.18)

£ (Xps Xy seees X))

Rozwigzanie tego ukladu réwnan oznacza okreslenie wektora x =[x, X, .. X[,

dla ktérego spelnione jest réwnanie (3.18).

Metoda Newtona-Raphsona

Metody rozwigzywania tego zagadnienia powstaja przez odpowiednie
rozszerzenie metod rozwigzywania pojedynczych réwnan. W szczegdélnosci,
rownanie (3.7) dla przypadku wielowymiarowego ma nastepujaca postac

0~ f(x)+ F'(X°)(E-xX°) (3.19)
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gdzie wektor & przedstawia wspolrzedne punktu, w ktérym spetniony jest warunek
(3.18).

Macierz okreslajaca pochodna f'(x”) jest nazywana Jakobianem (macierza
Jakobiego)

of ot o]
X, OX, oX,
of, of of
! of (x 22 2L 2
I(f(0)=f (X)Z%Z X, X, X, (3.20)
i, d, | a,
| 0%, OX, oX, |

Analogicznie do (3.8), rozwiniecie (3.24) prowadzi do nastepujacej iteracyjnej
procedury rozwigzywania ukladu réwnan (3.18)

XK = X = 37 (£ (X)) F (x*) (3.21)
jesli det[J(f (Xk))] # 0, przy czym

I(Fx9)=3(F ),

Algorytm (3.21) jest znany jako metoda Newtona-Raphsona iteracyjnego
rozwigzywania ukladu réwnan nieliniowych. W programach komputerowych wzér
(3.21) jest realizowany przez nastepujacy algorytm

- oblicz f(x"),

- oblicz J(f(x"))= f'(x),

- rozwiaz uklad réwnarn liniowych J(f (x* ))Zk = f(x*)
- podstaw x*"' =x* —z*

W charakterze oceny zbieznosci procesu iteracyjnego mozna przyja¢ norme
wektora z* odniesiong do normy wektora x*

H <& (3.22)
¥

Ze wzgledu na ograniczona doktadnosé obliczania funkcji f(x*) oraz Jakobianu
J(f(xk)), doktadnos¢ calego algorytmu jest ograniczona. Objawia sie to tym, ze
poczawszy od pewnej wartosci minimalnej, norma wektora z* zacznie narastac. Jest

to sygnal, ze nalezy skoriczy¢ obliczenia. Wynika stad nastepujace kryterium
zakoriczenia obliczen

gdzie p jest rzedu jednosci.

Zk+1

> plzt| (3.23)
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Metoda siecznych

Réwniez metoda siecznych moze by¢é rozszerzona na przypadek
wielowymiarowy. Latwo zauwazy¢, ze réwnanie (3.10) mozna uogoélni¢ nastepujaco

XK1 = xk — AXK (AR F (x) (3.24)
przez analogie do rozwiniecia (3.19)

0~ f(x*)+AF (ax*)" [ -x*) (3.25)
gdzie

AX*, AF* sa macierzami nxn o kolumnach, odpowiednio:

AX§ =x! —x* oraz Af{ = f(x))- f(x), j=k-nk-n-1,...k-1.

Réwnania (3.22), (3.24) maja sens wtedy, gdy macierze AX", AF* s3 nieosobliwe.
Jednakze zbieznoé¢ ciagu x“ wymaga silnej nieosobliwosci wszystkich macierzy
AX¥, co oznacza, ze modul wyznacznika tej macierzy powinien by¢ dostatecznie
duzy.

Z réwnania (3.22) widaé, ze w kazdym kroku metody siecznych dla przypadku
wielowymiarowego wymagana jest znajomos¢ n+1 wartoéci wektora x oraz tyluz
wartosci funkgji f(x). Algorytm iteracyjny sklada sie z nastepujacych krokéw

warunki poczatkowe: zalozy¢ wartosci wektorow: x ", x ", ..., x°

oraz przyja¢ numer kroku iteracji k =0

- obliczyé macierze AX*, AF
- rozwiazaé uktad réwnan liniowych AF*z* = f(x*)
- obliczyé nowa wartoéé wektora x**' = x* — AX*z*
Nalezy zauwazy¢, ze ograniczenia warunkujace stosowanie metody siecznych
moga uniemozliwia¢ wykonanie kolejnych krokéw procesu iteracyjnego. Trzeba

zatem stosowac¢ odpowiednie rozwigzania (inne metody pomocnicze), pozwalajace
unikng¢ zatrzymania obliczeni.






4. Interpolacja

4.1. Wprowadzenie

Zadanie interpolacji odnosi si¢ do dzialanni zmierzajacych do przedstawienia
funkcji w postaci ciaglej, gdy znana jest ona w postaci dyskretnej. Jest to zatem

zdanie odwrotne do dyskretyzacji lub probkowania wielkosci ciaglej.
Zal6zmy, ze dla danego zbioru zmiennych niezaleznych z przedzialu <a;b>:
X;» X550 X,y ZNane sa przyporzadkowane im wartosci funkcji: Y, Y, Yo -

°*9 n+l

Zaleznos¢ ta jest zazwyczaj przedstawiana w postaci tabelarycznej:
y, = f(x),
Y, = f(x,),

Yo = F(Xp)-
Zadaniem interpolacji jest wyznaczenie przyblizonych wartosci funkcji dla wartosci
zmiennych niezaleznych z przedzialu < a;b >, lecz nie bedacych punktami ze zbioru
X;s Xy5e0s Xpy - JESt to bardzo ogolne sformulowanie zadania i tatwo zauwazy¢, ze
istnieje nieskoniczenie wiele sposobéw jego rozwigzania, jesli nie jest zadany sposéb
przeprowadzenia funkcji interpolacyjnej przez zadane punkty (rys. 4.1).

yA

A

Rys. 4.1. Zasada interpolacji funkcji dyskretnej

Najczesciej poszukuje sie funkcji interpolacyjnej o Sciéle okreslonej postaci, tak,
aby zachowywala sie ona w okreslony sposéb. Sg to czesto wielomiany algebraiczne
lub trygonometryczne.

Podstawowym celem interpolacji jest okreslenie wartosci funkcji danej w postaci
stabelaryzowanej dla zmiennej X mieszczgcej si¢ pomiedzy danymi zawartymi w
tablicy. Mozna w ten spos6b zapamieta¢ w komputerze zaleznos¢ okreslona na
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podstawie pomiaru. Typowymi przykladami zastosowania interpolacji jest
obliczanie calek oraz pochodnych funkcji dyskretnych w czasie. W takim przypadku,
w celu poprawienia dokladnosci obliczenia catki mozna skorzysta¢ z wartosci funkcji
aproksymujacej okreslonej dla dowolnych wartosci argumentu.

4.2. Wielomian interpolacyjny Newtona

Zal6zmy, ze dana jest funkcja f(X) w postaci tablicy, w ktérej punktom
X5 X550 Xy, zwanym wezlami interpolacji, przyporzadkowane sa wartosci
f(x)), F(x,),..., f(X,). Zaklada sig, ze x; #X; dla i# j. Funkcja interpolacyjna moze

by¢ okreslona w postaci wielomianu:
P(x)=b, +b,x+b,x* +...+b X" (4.1)

Jesdli funkcja dyskretna f(x) dana jest w dwoéch punktach (n = 2), to funkcja
interpolacyjna w postaci (4.1) redukuje sie do prostej (n+1 = 2). Podobnie, przez trzy
punkty (n = 3) mozna jednoznacznie poprowadzi¢ parabole, okredlong przez
wielomian drugiego stopnia (n+1 = 3). Mozna dowie$¢, ze w ogdélnym przypadku,
dla n+1 punktow weztowych (xi, yi), istnieje tylko jeden wielomian P(x) spelniajacy
warunek [1], [13]:

P(x)=Y,,i=1,2, .., n+l (4.2)

W  przypadku wzoru interpolacyjnego Newtona, poszukiwany wielomian
interpolacyjny jest zapisywany w postaci:
P(X)=a, +a,(X = X))+ a;(X =X )(X=X,) +...4+ 8, ; (X=X )X = X,)..(X = X;)

, (4.3)
=b, +b,x+b,x" +---+b, X"

n+l1

Korzystajac z wlasciwosci (4.2), powyzszy zapis pozwala napisa¢ nastepujacy ukiad
rownan:

P(x;) =Y =4,
P(x,) =y =a, +a,(X, = X)
2 . 2 1 2\"72 1 (44)
P(Xp) = VYou =& +8 (X = X)) +o a5, (X = X)Xy = X)X = X))
co mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci macierzowej:
AX-a=y (4.5)
gdzie:
1 | EN Y]
I x,-X 0 a y
AX =\, 2 . 1 : . : sa= .2 P Y= 2
_1 Xoon =X Xpg — X Xool — Xn+1_ _an+1_ _yn+1_
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Jak wida¢, macierz AX ma dogodna tréjkatna postaé, co pozwala bezposrednio poda¢
rozwigzanie réwnania (4.5), wykonujac podobne dziatania, jak w procedurze
odwrotnego podstawiania algorytmu Gaussa:

a =Y,
a, = Y — 8
%=X (4.6)
_Y:—g _az(x3 - Xl)
=
(X3 - Xl)(X3 - Xz)

Przyklad. Interpolowana funkcja dana jest dla: x1 =1, x2 = 2, x3 = 4, przy czym
wartosci funkgji przyjmuja wartosci: f(x1) =1, f(x2) = 4, f(x3) = 0. Okresli¢
funkgje interpolacyjna.

Poszukiwana funkcja ma postac jak w (4.3), przy czym wspoélczynniki sg obliczane zgodnie z
(4.6):

ai =f(X1) = 1,
8- f(x,)-a, :4—1:3,
X, =% 2-1

a, = f(X3)_a1 —a,(% —X) — 0-1-3(4-1) :;5'
(X3 _Xl)(x3 _Xz) (4_1)(4_2) 3
Na podstawie (4.3), wspoétczynniki funkcji interpolacyjnej (4.1) przyjma nastepujace wartosci:
b1 = a1 - axx1 + asxixe = —16/3, b=a, - 113(3(1 + XQ) =8, bs3=a3 = -5/3.
Zatem, funkcja interpolacyjna ma nastepujacq postac:

P(x):_?l(16—24x+5x2).

Na rys. 4.2 pokazany jest przebieg uzyskanej funkcji interpolacyjnej z zaznaczonymi
wartosciami danej funkcji dyskretnej.

6

Rys. 4.2. Przebieg funkgji interpolacyjnej
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Powyzsze zaleznosci wygodnie jest zapisa¢ wprowadzajac pojecie ilorazéw
réznicowych. Oznaczmy i —ta r6znice

hi =X, =X (4.7)

Wyrazenia

A, = f(Xi+1)_ f(xi): f(xm)_ f(xi) (4.8)
h, Xisg = X

nazywa si¢ ilorazami ré6znicowymi pierwszego rzedu. Odpowiednio takze:

A(_z) _ Am - Ai _ (Xi+1 —X )(f (Xi+2) — f (Xm))_ (Xi+2 — X )(f (Xm) — f (Xi )) (4.9)

I hi, +h; - (Xi+2 — Xy )(Xi+1 — X )(Xi+2 - Xi)

- iloraz drugiego rzedu

A2 — AD @ _ A®

AD = i = il - iloraz trzeciego rzedu (4.10)
hi+2 + hi+1 + hi Xiz =X
i ogolnie:
(k=1) _ A(k=1)
A = A A ek 1,2,.,n—1,i=12,..n—k (4.11)
Xik =X

Dla zbioru n par (x;, f(x,)) mozna utworzy¢ tablice ilorazéw réznicowych, zwang
schematem ilorazé6w réznicowych (patrz Tablica).
Wielomian interpolacyjny Newtona ma nastepujaca postac:

P(x)= f(x)+A, (X=X )+ AP (X =% )X =%, )+ .. + AT (X = x WX =%, (X = %,,)  (4.12)

Widag¢, ze w postaci wielomianu P(x) wystepuja wspotczynniki z gérnej przekatnej
schematu ilorazéw réznicowych. Mozna sprawdzié, ze

P(x)=f(x)dlai=12,..,n.

Algorytm interpolacyjny Newtona sprowadza sie¢ wiec do obliczenia ilorazéw rézni-
cowych oraz okreslenia warto$ci wielomianu dla konkretnej wartosci zmiennej X.
Wazne znaczenie ma przypadek, gdy wszystkie punkty state (wezly) sa jednakowo
od siebie oddalone. Wéwczas mamy: h =h, = X,,, — X; = const oraz
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X; f(x) Ilorazy réznicowe
[ rzad Il rzad I rzad IV rzad V rzad
X, fF(x)) A
1
X, f(x,) A AY AD
2 1
2) 4
X3 f (X3) A3 AZ A(;) Al A(15)
()
X, f(x,) A AP O A,
4 3
Xs f(xs) A AY
5
Xe F(xe)

o FOD=TO) o A=A FO) =206+ F(X)
i 4 i - 2
h 2h 2h

7

(k-1) (k=1)
ALY — A

A(ik) - . kh dla k = 1,2:-">n _1/ I = 1,2,...,” _k

dzieki czemu upraszcza sie reprezentacja funkgcji interpolacyjnej (4.12), gdyz:

X, =X, +h, x,=x,+(k-Dh, k=1,2,...,n (4.13)
Wprowadzajac nowq zmienna

q=X-X,

azatem: q—h=X-X,=X-X—-h, g-(n-2)h=x-x,_, =X-X, —(n-2)h

otrzymamy z (4.6)

P(q) = f(x)+0A, +a(d—mAY +...+q(qd—h)..(qg— (n=2)h)AT™ (4.14)

Nie ma wiec potrzeby obliczania wspotczynnikéw wielomianu (4.3).

Przyklad. Okreéli¢ ogdlna postac¢ wielomianu interpolacyjnego Newtona dla funkcji
dyskretnej reprezentowanej przez trzy kolejne réwnooddalone punkty.

W tym przypadku wielomian interpolacyjny (4.14) jest ograniczony do trzech wyrazéw:
P(a) = f(x)+0A, +q(a—MA,
co, po podstawieniu odpowiednich wartosci, przyjmuje nastepujaca postac:

f(x,)— f(x f(x)=2f(x,)+ f(x
P(Q)Z f(X1)+q ( 2)h ( I)+q(q_h) ( 3) 2}222) ( 1)
Podstawiajac d =q/h (d jest w ten sposob wzgledna odlegltoscia od poczatku przedziatu),

otrzymamy:
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f(X3)—2f(X2)+ f(Xl)
2

P(d) = f(x)+d(f ()= fOx))+d@d -1)
Po uporzadkowaniu otrzymamy:
P(d) = 21 (x) =43 () ~4106)+ 100)+ 8*(F(x) =21 00) + ()

W ten spos6b, na przyklad, wartoé¢ funkcji w érodku drugiego (d =15) odcinka mozna
oszacowac nastepujaco:

P<1.5>=%(N<x1>—§(3f<xl>—4f(x2)+ f(x3))+§(f<xl)—2f(x2)+ f(xa))]

:%(3f(x3)+6f(x2)— f(x))

4.3. Numeryczne r6zniczkowanie funkcji dyskretnej

Funkcje interpolujaca mozna wykorzysta¢ do okreélenia algorytmu numerycznego
rézniczkowania funkcji dyskretnej. Odpowiednig formule uzyskuje sie przez
rézniczkowanie funkcji interpolujacej:

d
D(x) =—P(x)

dx

Na przyklad, dla aproksymacji 3-punktowej (jak w Przykladzie 4.1), otrzymamy:

iF’(O')=1[f(x2)— f(x) ) 2T06) f<X1>j+2d () =21 00) + F(x)
« " 2 2h

_ o) +4f06) =3F(x) |, d(f(x) -2f(x) + f(x)
2h h

Dla ré6zniczkowania na koricu przedziatu (d = 2) otrzymamy:

3f(X3)_4f(X2)+ f(xl)

b@)= 2h

f(X3)— f(x1)

Podobnie, w srodku przedziatu: D(1) = o



5. Aproksymacja

51. Wprowadzenie

Zadanie aproksymacji polega na przyblizeniu funkcji Y (x) za pomoca innej funkcji
f(x), ktora odnosi sie¢ do tego samego obszaru. W praktycznych zastosowaniach
inzynierskich Y (x) jest mnajczeSciej funkcja dyskretng Y(X)=Y(X)=Y;,
i=0,L..,M -1, reprezentujaca dane pomiarowe znane dla M réznych wartosci
zmiennej niezaleznej, a f(X) przedstawia model (wzorzec) obserwowanego procesu.
Zaleznos¢ Y (X) jest nazywana funkcjg aproksymowang, natomiast f(X) jest funkcjg
aproksymujgcq. Zaklada sie, ze dostepne probki y; obarczone sa bledami, zatem
aproksymacja ma na celu najlepsze przyblizenie danych za pomoca funkcji
aproksymujacej zgodnie z przyjetym kryterium.
Funkcje f(x) wygodnie jest przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

f(X) = 2,0 (X) +a,0,(X) +... + a1y (X) (5.1)

gdzie ¢,(x), 1=0,1,.,N—-1 sa funkcjami bazowymi, natomiast a,, i=0,1,.,N -1
przedstawiaja poszukiwane parametry funkcji. Mozna zauwazyg¢, ze funkcja (5.1) jest
liniowa wzgledem nieznanych parametréw

Problem ten ilustruje rys. 5.1.

157
ja aproksymujaca £x)

1
05 \ _funkcja aproksymowana Y(X)
0 /r/

_0’5 Aﬁ

-1

0 5 10 X

Rys. 5.1. Ilustracja zasady aproksymacji funkcji

Parametry funkcji aproksymujacej f(X) sa okreSlane na podstawie przyjetego
kryterium. Na przykltad, zada sie, aby spelnione byto minimum kwadratowej normy
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réznicy obu funkgji: min(“Y(X) — f(x)||). W przypadku funkcji dyskretnej warunek ten

jest rownowazny kryterium najmniejszych kwadratow:

M-
S, =V - f(x)|= Z Y(x)-f(x)) (5.2)
i=0
Inne kryterium aproksymacji jest sformulowane za pomoca zaleznoéci:
S, = sup [f(X) =Y (X)| (5.3)
xe(a,b)

co oznacza, ze poszukiwana funkcja f(X) powinna da¢ najmniejsze maksimum
réznicy pomiedzy dana funkcja i jej aproksymacja. Jest ono znane jako kryterium
aproksymacji jednostajnej.

Najszersze zastosowanie praktyczne znalazla aproksymacja wedlug metody
najmniejszych kwadratéw (MNK). Jest to zwiazane z istnieniem bardzo efektywnych
obliczeniowo algorytmoéw, ktére wywodza sie z kryterium minimalizacji funkcji

(5.2).

5.2. Aproksymacja Sredniokwadratowa

Zal6zmy, ze znana jest funkcja Y (X;) = y; na zbiorze dyskretnym x;,i =0,1,,.M -1 w
przedziale < a,b>. Chcemy, aby wartosci funkcji y; byly przyblizone przez funkcje
f(x) o postaci (5.1) w tym samym przedziale.

Jesli odwotaé sie do interpretacji pomiarowej, to y;, i=0,1,..M -1 przedstawia

zbiér M pomiaréw, w stosunku do ktérych zakladamy, ze spetnione sg nastepujace
zaleznosci:

Yo = 3Py (%) +a,0,(Xy) - ayn_1Pn-1(Xo) +Vy
Y : aO(DO(Xl). + a1(01(X1)' aN71¢’N71(X1). +V1. (5.4)
Yma = 3@e(Xmo) +a@ (X)) - aya@na(Xuo)  + Vg

gdzie wielkosci v;, i=0,1.,M -1 przedstawiaja odchytki (bltedy) pomiedzy
postulowang wartoscig funkcji aproksymujacej f(X;), a dyskretnymi warto$ciami
funkcji aproksymowanej y; (zmierzonymi wartosciami), N jest liczba skladnikow
funkcji aproksymujacej (a zatem, liczbg nieznanych wspétczynnikéw a;, i=0,1,..,N-1).

Dalsze rozwazania wygodnie jest prowadzi¢, korzystajac z zapisu macierzowego.
Uklad réwnan (5.4) przyjmie nastepujacg forme:

Yo ®o(Xp) o(X) o ona(Xg) a, Vo
y:1 _ (Do(le) ? (:X1) ¢N—1:(X1) a;1 N V:1 (5.5)
Ymo Oo(Xp_) o1 (Xpo) o oy (X)) [ ana Vv

co w ogdlnym zapisie wyglada nastepujaco:
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y=Ha+v (5.6)
gdzie:

Y=Y ¥i---Yu]" - wektor reprezentujacy aproksymowana funkcje dyskretna,
H=[h©) h() ... h(M-1)]" - macierz modelu okreSlonego przez funkcje
bazowe:

h(i)=leo(x) @ (%) - ey ()], 1=0,1..M -1,
V=[Vy V...V 41" - wektor bledéw pomiarowych,

a=[a, a - ay,]" -wektor estymowanych parametréw.

Mozna zauwazy¢, ze odchylki pomiedzy danymi warto$ciami aproksymowanej
funkgji Y(x,) =Y;, a wartosciami postulowanej funkcji aproksymujacej f(x;) mozna
okresli¢ nastepujaco:

v, =F(x)-f(x)=y,-h()-a, i=0,.,M-1 (5.7)
Funkcja kryterialna S, =S,(a) (5.2) jest okredlona, jako suma kwadratéw odchytek
(bledow) (5.7), co mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

M - M-

S,(@) :Z (F(x)-F (%)) =V'v, (5.8)

i=0 i=0

przy czym, na podstawie (5.6):

v=y-Ha

Funkcja (5.8) osiagga minimum, gdy jej pochodne wzgledem parametréw,
okreslonych przez wektor wspétczynnikéw a, przyjmuja zerowe wartosci:

S S (Fo- o) =

@) 08

e ~aa 2 (FOV fo0) (5.9)
§-

?;(a)zaaa (F(X) f(Xi))2=

co mozna zapisa¢ w postaci wektorowej:

5, (a)

_i _ \T _ _ T - T —
2 _aa((y Ha) (y — Ha))=2H"Ha-2H"y =0 (5.10)

Korzysta sie tu z zaleznoci:

(y—me(y—Ha}:@T—aTHTXy—Fm):yTy—yTHa—aTHTy+aTHTHa

T Tyt Tyt (5-11)
=y y-2a H'y+a H Ha
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Ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze wielkosé¢ S, (a) jest skalarem, a wiec takze:
y'Ha=a"Hy=p,
a wiec:

9 (T Tyt O (Tt T
—\y Ha-a Hy|]=2_—-laH'y|]=2H

ca (y y) 2a ( Y) y
p - wielkos¢ skalarna.
Podobnie, r6zniczkujac ostatni sktadnik w (5.11), otrzymamy:
o
oa
Zatem, z (5.10) uzyskuje sie nastepujaca rOwnos¢:

(aT HT Ha): H'Ha+a"H H=2H"Ha.

H'Ha=H"y (5.12)

Zauwazmy, ze macierz HTH jest kwadratowa o wymiarze N, wyrazenie z prawej
strony (5.12) jest wektorem o dlugosci N, a N -elementowy wektor a zawiera
poszukiwane wspoélczynniki aproksymujacej funkcji (5.1). Réwnanie (5.12)
przedstawia zatem klasyczny liniowy ukiad réwnani z N niewiadomymi. Mozna go
rozwiazac jedna ze znanych metod.

Réwnanie w postaci (5.12) jest nazywane rownaniem normalnym. Formalnie, dla
warunku M > N, jego rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci:

a=(HHJ'H"y (5.13)

gdzie: macierz prostokatna H” =(HTH)_1HT jest nazywana macierza pseudo-
odwrotng (macierza Moore’a-Penrose’a). W przypadku, gdy M =N, macierz

pseudo-odwrotna H* w (5.13) odpowiada macierzy odwrotnej H™' (jesli macierz H
jest nieosobliwa).

Niektore wlasciwosci macierzy pseudo-odwrotne;:

HH=(HH), HH* = (HH"),
HHH" =H", HH'H=H.
Przyklad

Dane sa cztery punkty na plaszczyznie (x,y): (-2, 20), (1, 2), (2, 7), (3, 12) - rys. 5.2. Okresli¢

parabole, ktéra najlepiej, w sensie kryterium najmniejszych kwadratéw, aproksymuje

podana funkcje dyskretna.

Funkcja aproksymujaca jest okreslona w postaci wielomianu drugiego stopnia:
f(x)=ax*+bx+c

Podstawiajac  kolejne punkty do powyzszego réwnania, otrzymamy nastepujacy

nadokreslony uklad réwnari:

4a-2b+c=20

a+2b+c=2

4a+2b+c=7

9a+3b+c=12
ktérego posta¢ macierzowa jest nastepujaca:
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4 -2 1 20
I 1 1 a
b|=
4 2 1
c
9 3 1 12
Stosujac zaleznoé¢ (5.13) otrzymamy:
4 -2 1" 20
a 4 1 4 9 4 1 4 9
1 1 2
bi=||-2 1 2 3 -2 12 3
4 2 1 7
c I 111 1 111
9 1 12
20
92 -196 -68 172 5 759 2,097
L -376 140 152 84 - -1292 |=|-3,569
1448 7| 362
324 1104 516 —-496 1 1587 4,384
Przebieg uzyskanej funkcji aproksymujacej jest pokazany na rys. 5.2.
y
25
20+
fo0
-3 -2 -1 0 1 2

Rys. 5.2. Aproksymacja funkcji za pomocq paraboli

W ogélnym przypadku, niektére pomiary reprezentowane przez aproksymowana
funkcje moga by¢ bardziej wiarygodne od innych. Wéwczas ich wplyw na przebieg
obliczanej funkcji aproksymujacej powinien by¢ wiekszy. Mozna to uwzglednic

przez wprowadzenie wspélczynnikéw wagowych w, do funkgji kryterialnej (5.8):

S,(@)= MZ_‘:wivi2 = Mz_‘jw(xi NFO)-F (%)) =v Wy,
i=0

i=0

(5.14)

gdzie: W jest wagowa macierza kwadratowa diagonalng o wymiarach M x M ; na jej
przekatnej leza wspoétczynniki w(x;), ktérych wartosci sa zwykle normalizowane:
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0<w(x)<1. Przy braku informacji o wspomnianej wiarygodnosci pomiaréw,
wspélczynniki wagowe przyjmuja wartod¢ 1 (W jest woéwczas macierza
jednostkowa).

Uwzglednienie macierzy wagowej w (5.14) prowadzi do nastepujacej postaci
réwnania (5.12):

H"WHa = H"Wy (5.15)

oraz, odpowiednio:

a=(H"WH])"H™wy (5.16)

Metoda najmniejszych kwadratéw, zgodnie z ktéra wspdlczynniki funkcji
aproksymujacej sa okreslane wedlug (5.13) lub (5.16), jest bardzo uzytecznym i
praktycznym narzedziem w wielu zastosowaniach. Niektére z nich sa rozpatrywane
ponizej.

5.3.  Filtr wygladzajacy

Problem wygladzania danych pomiarowych polega na przyblizeniu
obserwowanych (mierzonych) parametréw procesu za pomoca przyjetych
zaleznoéci, ktére stanowia model tego procesu. Odchylenia od modelu sa traktowane
jako zakl6écenia. Aby uzyska¢ poprawne wygladzanie danych pomiarowych,
przyjety model powinien by¢ zblizony do przebiegu obserwowanego procesu
(funkcja aproksymujgca powinna mie¢ dostatecznie duzo stopni swobody), a
jednoczesnie nie powinien on by¢ &cisSle dopasowany do danych empirycznych
(zaklocenia nie powinny by¢ odzwierciedlone w modelu).

Zalézmy, ze funkcja Y(X) przedstawia proces, ktory jest obserwowany poprzez
probkowanie okreslonego parametru i dostepnych jest M ostatnich jego probek:
Y(X;) =Y, i=0,..,M —1. Proces ten jest reprezentowany (modelowany) za pomoca

funkcji aproksymujacej w postaci wielomianu stopnia N -1< M :
f(Xi):aO-i-a]Xi +...+aN_1XiN_1 (517)

Dla uproszczenia zalézmy, ze probkowanie odbywa sie ze stalym okresem T.
Poniewaz dostepne sa probki w oknie pomiarowym o szerokosci M, wiec
aproksymacja jest rownowazna filtracji nierekursywnej w tym wtlasnie oknie.
Odpowiedni filtr jest okreslony nastepujacym rownaniem:

M -1
9, (k)= 2 h()Yk_m i1 =hy(k) (5.18)
i=0
gdzie X, oznacza warto$¢ zmiennej niezaleznej wzgledem ktérej okreslona jest k -ta
probka odpowiedzi filtru, 0<x, <(M -1)T; h=[h(0) h@) .. h(M-1)] - wektor

wspotczynnikow  filtra;  y(K) =[Yi_ma Yeemaz - yk]T - wektor zawierajacy
ostatnie M proébek sygnatu wejsciowego.



Aproksymacja 41

Wspétezynniki filtru (5.18) nalezy tak dobrag, aby funkga g, (k) aproksymowata

przebieg dyskretny okreslony przez wektor y(k) w punkcie X, , liczac od poczatku

przedzialu, zgodnie z modelem f(x) (5.17) wedlug kryterium najmniejszych
kwadratow.

Zgodnie z przedstawionym opisem funkcja f(x) aproksymuje mierzony
dyskretny przebieg wedlug nastepujacej relacji:
f(x )|X:iT =Y. +V, - w punktach odpowiadajacych kolejnym prébkom. (5.19)

Zaklada sie zatem, ze funkcja bedzie aproksymowana tylko w wezlach
odpowiadajacych punktom prébkowania.

Stosowne zaleznosci dla metody najmniejszych kwadratéw mozna napisa¢ przy
zalozeniu, ze punkt odpowiadajacy zmiennej x, znajduje sie¢ w poczatku ukladu
wspotrzednych (X, =0). Wéwczas dla jednego zbioru M prébek otrzymamy:

2 N-1
8y +a;(—Xpy) + @ (—Xp)” +..+ay - (—Xp) =Yo

8y + 8 (— Xy +T)+ 8y (X + T+t ay_ (—xn + TN T =y

ag +a;(—Xy +(M=DT) +a,(—Xy +(M=DT)? +..+ay_ (X, +(Mm-DDN T =y | (5.20)

a.() + al(0)+ 32(0)2 +...+aN_1(0)N_1 = ym

a9 +8; (M = DT = xp )+ 8 (M =T =xp, )’ +.otay (M = DT =x, N =y
W punkcie odniesienia rownanie modelu ma zatem nastepujaca postaé: a, =Y, .

Jest to wynikiem odpowiedniego przesuniecia osi czasu, jednak takie zalozenie jest
pomocne dla uproszczenia kolejnych krokéw procedury syntezy filtru.

Réwnania (5.20) mozna zapisaé¢ w postaci macierzowe;j:

Aa=y (5.21)
gdzie, jesli dla uproszczenia przyja¢ T =1:

B -m mP . (Em)NT ] o] Yo ]

Lod-my d-m? . d—myN o Vi

1 :

Al Ca=| a, |, y-=

1 0 0 0 : Yim

.o cee cee cee cee a B :

1 (N-m-1) (N-m-D? .. (N-m-D""| =" fyy ]

Zgodnie z przyjetymi zalozeniami, aproksymacja odbywa sie¢ w odniesieniu do m -tej
probki w oknie pomiarowym (m=1..M), co oznacza, ze z lewej strony tej probki
znajduje sie¢ n_.=m-1 probek, a z prawej: np =M —m-1 proébek. Wielkos¢ n,
okresla opodznienie odpowiedzi algorytmu na sygnal wejsciowy i jest nazywane
opdznieniem grupowym [12].

Wektor poszukiwanych wspélczynnikow wielomianu jest okreslony nastepujaco:
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a=(ATA)'ATy. (5.22)

Macierz A nie zalezy od pomiaréw, zatem cze$¢ powyzszego réwnania moze by¢
okreslona przed rozpoczeciem obliczen. Latwo zauwazyé, ze [11]:

by )= ATAL= S AA = KT, i =00 N -1 (5.23)
k=n,_ k=n_

Wracajac do problemu syntezy filtru (5.18) mozna zauwazy¢, ze sygnat wyjSciowy
g, (k)=g,(k) jest estymata probki y(m)~a, (co wynika ze struktury réwnania

(5.6)). Zatem, rownanie (5.22) przedstawia filtr (5.18), jesli oblicza¢ w nim tylko
wspotczynnik a,. Kolejne wspoélczynniki filtru sa utworzone przez pierwszy wiersz

macierzy (AT A)f1 A" . Mozna je okresli¢ zgodnie z nastepujacymi zalezno$ciami:

h(0) = (ATA] ATv(0), h(1) = (ATAJ"ATv(1), h(M —1) = (ATA)_IAT v(M —1) (5.24)

gdzie: v(0)=[t 0 - of,v(y=[o 1 - o ,viMm-n=[0 - 0 1.
Obliczanie wspotczynnikow filtru (5.24) mozna uprosci, jesli zauwazyé¢, ze [11]:
N-1 AR
h(|)={(ATAT1ATv(|)} _y {(A A 1} 1 (5.25)
0 =0 Oi
Utworzony w ten sposob filtr nierekursywny (5.18) aproksymuje zbiér M kolejnych

danych pomiarowych, uzyskanych w réwnych odstepach czasu, wedlug
aproksymujacej funkcji wykladniczej (5.17).

5.4. Filtr r6zniczkujacy

Filtr stuzacy do okreslania pierwszej pochodnej funkcji dyskretnej moze by¢ tatwo
utworzony na podstawie przedstawionego powyzej algorytmu. Mozna zauwazy¢, ze
pochodna funkcji aproksymujacej (5.17) ma nastepujacq postac:

M:a1 +2a,% +...+ (N =Day_x" 2 (5.26)

Wspotczynniki poszukiwanego filtru r6zniczkujacego:
M-I
d, ()= 2d0)Yi_mier = dy(K) (5.27)
i=0
sa zatem okre$lone przez zbiér wspélczynnikéw a, funkcji (5.26). Mozna je obliczy¢

zgodnie z (5.25), przy czym, nalezy wzig¢ drugi wiersz macierzy (AT A)f1 AT
(oznaczony indeksem 1):

d(l)= {(AT Al'AT V(l)}1 ) {(ATATI}

i=0

! (5.28)
li
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W celu uzyskania wiekszej dokladnosci filtracji (mniejsza wariancja wynikow), w
charakterze punktu odniesienia nalezy bra¢ punkt, lezacy najblizej srodka okna
pomiarowego.

Nalezy zauwazy¢, ze zaréwno filtr wygladzajacy, jak i r6zniczkujacy, pozwalaja
aproksymowa¢ wejsciowa funkcje dyskretna (lub jej pochodng) tylko w punktach,
odpowiadajacych momentom prébkowania. Jesli funkcja aproksymujaca powinna
by¢ okredlona dla dowolnych wartosci argumentu, to nalezy stosowac postac (5.17), a
w zwigzku z tym, powinny by¢ wyznaczone wszystkie wspotczynniki funkcji a;,
i=0,1..,N-1.

5.5. Przyklad obliczeniowy

Rozwazmy problem wygladzania danych pomiarowych i okreslania pochodnej
funkcji reprezentowanej tymi danymi za pomoca odpowiednich filtrow
rekursywnych. Zarejestrowany przebieg jest przedstawiony na rys. 5.3a, krzywa 1.
Probkowanie odbywa sie ze stala czestotliwoscia.

Do wygladzania tego przebiegu zastosowano filtr (5.18), ktéry zostat
zaprojektowany na podstawie funkcji aproksymacyjnej (5.17) 2-go rzedu. Zalozono,
ze w oknie przetwarzania filtru znajduje sie¢ M =9 proébek. Filtracja jest prowadzona
w odniesieniu do srodkowej prébki w oknie pomiarowym, a wiec m=5.

Po zastosowaniu przedstawionej powyzej procedury uzyskuje sie nastepujaca
funkcje impulsowa filtru wygtadzajacego i rézniczkujacego:

15 a
3 )

o A irtst

10 Q}/xyzw ¥

ZW&%M :

0 10 20 30 40 X,

1

b)
0.5
0 resesee v "
05010 20 30 40 =«
Rys. 5.3.
h L[—zl 14 39 54 59 54 39 14 -21]

T 231

d=i[—4 -3 -2 -1 0123 4]
60
W wyniku filtracji (5.18) oraz (5.27) otrzymuje si¢ przebiegi wyjsciowe (rys. 5.3):
wygladzonych danych (krzywa 2) oraz estymaty pochodnej (rys. 5.3b). W celu
lepszego poréwnania przebiegu oryginalnego z wygtadzonym (aproksymowanym),
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ten ostatni zostal przesuniety o liczbe probek stanowigcych opdznienie grupowe (4
probki, krzywa 3).

Na zakoriczenie kilka uwag praktycznych dotyczacych problemu aproksymaciji.

Przy wyborze funkcji bazowych nalezy sie kierowaé¢ podobienstwem
pomiedzy aproksymowana funkcja i jej reprezentacja ‘wygtadzong’; w
charakterze funkcji bazowych najczesciej wybiera sie szereg potegowy lub
trygonometryczny.

Liczba wyrazéw w funkcji aproksymacyjnej decyduje o dokladnosci
odwzorowania oryginalnego przebiegu; niski rzad tej funkcji powoduje
zgrubne przyblizenie, dzigeki czemu efekt filtracji jest bardziej wyrazisty.
Kwestia ta laczy sie réwniez z szerokoscia okna przetwarzania (liczba M
jednoczeénie branych pod uwage probek funkcji oryginalnej): im szersze jest
okno pomiarowe, tym lepsze jest wygladzanie danych. Przy szerokim oknie
pomiarowym mozna takze stosowac funkcje aproksymujace wyzszego rzedu z
zachowaniem wiernosci odtwarzania. Niestety, zwiekszenie dlugosci okna
pomiarowego prowadzi do zwiekszenia op6Znienia grupowego, co ma istotne
znaczenie wowczas, gdy aproksymacja odbywa sie bezposrednio w czasie
pomiaréw. Zwiazana z tym zwloka czasowa sprawia, ze informacja o stanie
nadzorowanego procesu jest dostepna z okreslonym op6Znieniem.

W przypadku filtracji sygnaléw, model uzyty do projektowania filtrow wygodnie

jest tworzy¢ na bazie funkcji trygonometrycznych sinus/kosinus. Mozna woéwczas
tatwo uzyska¢ procedury do pomiaru amplitudy i fazy mierzonych sygnatéw lub ich
harmonicznych [12].

5.6.

U

Metoda Najmniejszych Kwadratow z wykorzystaniem rozkladu
macierzy wedlug wartosci szczeg6lnych - SVD

Dowolna macierz A (mxn) moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci:

A=UwWV' (5.29)
gdzie:

- macierz (m x m), ktérej kolumny spetniaja nastepujaca zaleznos¢:

m
Z:uikuij =1,1<k<n,1<j<n,toznaczy, sa wzajemnie ortogonalne;

i=1

‘!

\%

X 0
0

} - macierz (m x n) wartosci szczeg6lnych, przy czym:
, 6,20, 2fi->206, >0, r <min(m,n) - rzad macierzy A"  (5.30)
O-I’

- macierz kwadratowa (n x n), ktérej kolumny spelniajg nastepujaca zaleznos¢:

" Rzad macierzy r jest najwieksza liczbg niezaleznych wierszy (lub kolumn) macierzy.
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n
Z:vikvij =1,1<k<n,1<j<n,awiecsaréwniez wzajemnie ortogonalne.
i=1
Z powyzszego opisu wynika, ze:

U'u=Vv'v=wv' =1 (5.31)

Kolumny macierzy U sa wektorami wlasnymi macierzy kwadratowej AAT,

natomiast kolumny macierzy V sa wektorami wlasnymi macierzy ATA. Wartoéci
szczegOlne rozkladu (5.29) -a wiec elementy diagonalne macierzy X - sa natomiast
pierwiastkami kwadratowymi wartosci wiasnych macierzy AAT lub ATA.
Zaleznos¢ (5.29) jest nazywana rozkladem macierzy A wedlug wartosci
szczegllnych (ang. SVD - Singular Value Decomposition). Wynika stad sposéb
obliczania macierzy rozkiadu (5.29).

Wektor wlasny x macierzy H spelnia nastepujace rownanie:

Hx = AxX (5.32)

przy czym A jest wartosciag wlasng macierzy H. W takim przypadku mowi sie, ze
wektor X jest skojarzony w wartosciag wlasng A.

W celu okre$lenia wartosci wlasnych A oraz odpowiadajagcych im wektorow
wlasnych X nalezy rozwigza¢ réwnanie (5.32), co jest rOwnowazne nastepujacej
zaleznosci:

(H-A1)x=0 (5.33)
Jednoznaczne rozwigzanie (5.33) uzyskuje sie wéwczas, gdy spelniony jest warunek:
hll —A hIZ o hlm
h h,-A - h
det(H-A1)=| ' %, =0 (5.34)
hml hmz o hmm -\

Rozwigzanie réwnania (5.34) jest rownowazne znalezieniu pierwiastkéw
wielomianu m-tego stopnia wzgledem A. W ogélnym przypadku jest zatem m
wartosci wlasnych: 4,,4,,.4,. Podstawiajac kolejno te wartosci wlasne do (5.33)

otrzymuje si¢ m rOwnan:

h, -4, h, o i
Mo o4, om0 %) o, iz12,m, (5.35)
Mo hns hom = A J| X
po rozwigzaniu ktérych uzyskuje si¢ m wektoréw wlasnych: x; = [X1i Xy; Xpni ]T ,
i=12,.m.

W rozpatrywanym przypadku macierz H = AA" (jesli obliczana jest macierz U)
lub H=ATA (jesli obliczana jest macierz V). Macierz ¥ (5.30) powstaje przez
uporzadkowanie pierwiastkéw z wartosci wlasnych macierzy H. W standardowych
programach do rozkladu macierzy wedlug wartosci szczegolnych stosowane sg
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zazwyczaj inne, bardziej efektywne algorytmy w stosunku do przedstawionego
powyzej.
Witasciwosci rozkladu SVD:

A=UWV', AT =vwWTU’ (5.36)
ATA=VWTUTUWV™ =VWTWVT, AAT =Uww'U’ (5.37)
A" = (AT A)_IAT =VW™'U" - macierz pseudo-odwrotna do A (5.38)

> o

gdzie W™'=W"=
0 0

} - macierz pseudo-odwrotna do W; elementy
(nxm)

diagonalne macierzy X' mozna obliczyé, jako odwrotnosci odpowiednich
elementoéw diagonalnych macierzy X.

Ostatnig zalezno$¢ mozna bezposrednio wykorzysta¢ do rozwigzywania zadan
MNK:

x =H'y = VW*UTy (5.39)
gdzie: y - wektor pomiaréw, X - wektor poszukiwanych parametréw funkcji
aproksymujacej.

Zastosowanie z uzyciem programu MATLAB:

[UW,V]=svd(A); rozklad macierzy A wedlug wartosci szczegolnych,
[C,D]=eig(A*A'); wartosci wlasne macierzy A*A'.



6. Calkowanie numeryczne

6.1. Wprowadzenie

Zal6ézmy, ze nalezy obliczy¢ przyblizona wartos¢ catki oznaczonej:
b
I(f)=_[ f (x)dx (6.1)

na odcinku <a,b>.

W celu wyprowadzenia odpowiedniej formutly obliczeniowej przyjmijmy, ze odcinek
<a,b> jest podzielony na n przedzialéw elementarnych <x;,x,, >, i=12,..,n,

12 7N+l

przy czym X, =a, X,,=b oraz X <Xx,<..<X,,. Dlugoé¢ i-tego odcinka

oznaczymy przez h;:

i i X (6-2)

Wartos¢ catki (6.1) mozna przedstawi¢ w postaci sumy catek na elementarnych
odcinkach:

|(f):i|i (6.3)

przy czym

i =1,(f)= [ f(x)dx

Xi

Numeryczne przyblizanie wartoéci calek na danym odcinku nazywa sie
kwadratura.

6.2. Metoda Simpsona

Najprostsza kwadratura powstaje przez przyjecie, ze calka na elementarnym
odcinku < x;,X;,, > jest rowna polu tréjkata wyznaczonego przez boki: h, oraz

wartosci funkcji w srodku przedziatu:
X + X.
yi _ i 5 i+1

Zatem:

I =hf(y)=h f(xi +2Xi“j (6.4)
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lub

I, ~h f(xi +%] (6.5)

Jedli funkcja podcalkowa dana jest tylko w wezlach x;, to wéwczas nalezy
stosowac formute:

Lo = N (%) (6.6)

Zwiekszenie dokladnosci obliczert mozna uzyskac przez prosta operacje zamiany
prostokata do obliczania pola pod krzywa na trapez. Uzyskuje sie woéwczas
nastepujaca zaleznos¢:

ITi ~ hi f(xi)+ f(XiH)

5 6.7)

Metoda kombinagcji liniowej obu metod otrzymuje sie znacznie bardziej doktadna
metode Simpsona:

2 1 1 Xi+xi+1
ls =5t _ghi[f(xi)+4f( . j+ f(xm)j (6.8)

Dla przypadku, gdy funkcja jest dostepna tylko w weztach x; powyzsza formuta
przyjmuje nastepujgca postac:

lsi :%hi(f(xi)+4f(xi+l)+ f (%)) (6.9)



7. Numeryczne rozwiazywanie rownan rézniczkowych
zwyczajnych

7.1. Wprowadzenie

Numeryczne metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych sg stosowane w takich
przypadkach, gdy rozwigzania w postaci analitycznej nie sa znane. Poniewaz jednak
tylko dla nielicznych réwnari mozna podac¢ analityczne rozwigzanie, wiec metody
numeryczne sa w takich przypadkach bardzo pomocnym narzedziem poszukiwania
rozwigzania. Waznym obszarem zastosowania tych metod sa numeryczne modele
ukladow i zjawisk dynamicznych, ktére stuza do ich komputerowej symulacji.

W odréznieniu jednak od metod analitycznych, w metodach numerycznych
zaklada sig, ze zmienna niezalezna dostepna jest tylko w wybranych, dyskretnych
wartosciach. Konsekwencja tego jest nieuchronne przyblizenie rozwigzania.

Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:

O _
=== oD (7.1)

Roéwnanie tego typu ma, w ogélnym przypadku, rodzine rozwigzan. Na przyklad,
rOwnanie:

y () =-Yy(t)

ma nastepujace rozwigzanie ogélne

y

y(t)=Ce™,

gdzie C jest dowolng stala.

Konkretne rozwigzanie jest zwigzane z ta trajektorig, na ktérej znajduje sie jakie$
rozwiazanie, spelniajace okreslone wymagania, na przyktad, warunki poczatkowe:
y(0) =y, (rys.7.1). Mozna wéwczas wyznaczyc¢ stalg C:

Yo = Ce“‘tzo =C,zatem: C=Yy,.

W wielu przypadkach obiekt (zjawisko) jest opisywane za pomoca wiekszej liczby
rownan roézniczkowych. Wowczas do jednoznacznego okreslenia trajektorii
rozwigzania potrzebne s3a odpowiednie warunki dla kazdego z réwnan.
Jednoznaczne rozwiazania mozna uzyska¢, jesli warunki te sa dane dla tej samej
warto$ci zmiennej niezaleznej t. Na przyklad, dla ukladu dwoéch réwnan
rézniczkowych:

X = f(x,zt)
z =g(x,z1t)
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potrzebne sa dwa warunki poczatkowe: x(t,), z(t,).

y(®

W

Rys. 7.1.
Uklad réwnan rézniczkowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
Y _Fiy. 72)
dt ’ '

gdzie dla przypadku dwéch réwnar:
X(t) f(x,z,t)
y= , Fly,D)=
z(t) 9(x,z,t)
Latwo mozna pokazaé, ze rownanie n-tego rzedu mozna sprowadzi¢ do n réwnan
pierwszego rzedu. Na przyklad

. d?u . ) . . ) ) )
réwnanie: pria g(u,u,t) mozna zapisa¢ w postaci nastepujacych réwnari:

z =g(u,zb),

u=z

Podstawowy sposoéb numerycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych polega
na zastosowanie jakiej$ numerycznej procedury catkowania obu stron tego réwnania.
W tym celu, dla réwnania o postaci (7.1), funkcja wymuszajaca f(y,t) (prawa strona
roOwnania) powinna zosta¢ poddana dyskretyzacji co oznacza, ze zmienna
niezalezna t przyjmuje wartosci dyskretne t,, t,, t,, ... W zaleznosci od sposobu

dyskretnej reprezentacji funkcji wymuszajacej (moze tu by¢ zastosowana interpolacja
lub aproksymacja), powstajg ré6zne metody rozwigzywania rownan rézniczkowych.
Ogolnie, metody te dzielg sie na jednokrokowe i wielokrokowe w zaleznosci od tego, czy
do obliczania biezacej probki rozwigzania korzysta sie z wartosci funkcji i
rozwigzania odleglych o jeden krok do tylu (metody jednokrokowe), czy tez z
historii odlegtej o wieksza liczbe krokéw (metody wielokrokowe).
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iy

VN

\J

t,t., tt

n-2 n-1 n n+l

Rys. 7.2.
7.2. Metody jednokrokowe

Metoda Eulera

Rozpatrzmy réwnanie (7.1) dla warunkéw poczatkowych vy, =y(t,). Zalézmy, ze
poszukiwane jest rozwigzanie tego réwnania dla t=t,, przy czym: T =t —t,.
Poszukiwane rozwigzanie mozna przedstawié, korzystajac z jej rozwiniecia w szereg
Taylora w poblizu punktu poczatkowego t,:

2

Vi =yl +T) = y(to)+Ty‘(t0)+T2—,y”<to>+... (7.3)

Poniewaz, w danym przypadku, dostepna jest tylko pierwsza pochodna
poszukiwanej funkcji, wiec do przyblizenia wartoséci y(t, +T) mozna wykorzystac
pierwsze dwa skladniki rozwiniecia (7.3):

Y = Y(t) +TY (t) (7.4)

Zgodnie z (7.1), w miejsce pochodnej mozna podstawi¢ prawa strone rownania
rézniczkowego (funkcje wymuszajaca), co prowadzi do nastepujacej zaleznosci:

i = Y(ty) +Tf (y(to)ato) (7.5)

Powtarzajac ten wywdéd dla kolejnych krokéw otrzymamy ogélng zaleznosc:

Yna = Yn +Tf (yn) (76)

ktora jest znana jako jawna metoda Eulera.
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Okreélenie ‘jawna’ bierze sie stad, ze do okreélenia kolejnej wartosci rozwiazania
wykorzystuje sie znane wartosci z poprzedniego okresu probkowania
(dyskretyzacji). Ilustracja tej metody jest pokazana na rys. 7.3. Wida¢ tam biad
wynikajacy z obciecia szeregu Taylora: rzeczywista wartos¢ funkcji dla t=t ,, jest

rowna f(y,,,), podczas gdy jej aproksymacja wedlug pierwszej pochodnej wynosi
fa ( yn+1 ) .

f(y.t) A
1:a(yn+1)

f(Y,e0)
f(y,) \

>

Y

\J

t t

n n+1
Rys. 7.3.

Zaleznos¢ (7.6) mozna takze uzyska¢ korzystajac ze wspomnianej metody
obustronnego catkowania wyj$ciowego réwnania (7.1). Wartoé¢ rozwigzania dla

t=t,,, mozna woéwczas okresli¢ nastepujaco:

tn+1 tn tn+1
Yo = | Fy®)dt= [ f(y®)dt+ [ £yt (7.7)
t t ty
Poniewaz rozwigzanie Y, jest znane (gdyz wczeéniejsze kroki: t,, t,,.., t,, zostaly juz
wykonane, a warto$¢ poczatkowa f(y,) takze jest znana), to:

ty

[ fly)t=y,
ty

Pozostaje wiec wyznaczy¢ druga catke w (7.7). Przyblizajac ja metodq prostokatow
(w ktorym jeden bok jest utworzony przez odcinek T, a drugi - przez odcinek
f(y,)), otrzymamy zaleznoé¢ (7.6). Ta interpretacja wyjasnia druga nazwe

rozpatrywanego algorytmu: metoda prostokgtow (w tym przypadku - jawna,
ekstrapolacyjna).

Wartoé¢ calki na odcinku T =t ,, —t, mozna takze przyblizy¢ prostokatem o boku
okreslonym przez wartos¢ funkcji w biezacym punkcie t,.: f(y,,). Wéwczas,
zalezno$¢ (7.6) przyjmie zastepujaca postac:

yn+1 = yn +Tf (yn+1) = yn +Ty'”+1 (78)
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ktéra jest znana jako niejawna metoda Eulera (prostokatow). Jak widaé, nazwa jest
uzasadniona tym, ze posta¢ funkcji (7.7) jest uwikiana, gdyz z obu stron znaku
rownosci wystepuje odwolanie do wartosci funkcji (lub jej pochodnej) dla tej samej
wartosci zmiennej niezaleznej (czasu). Spotykana jest takze inna nazwa: formuta
interpolacyjna Eulera (prostokatow).

Metoda trapezéw

Mozna zauwazy¢, ze znaki bledow w obu powyzszych metodach (jawnej i niejawne;j)
sa przeciwne (niezaleznie od przebiegu funkcji). Mozna to wykorzysta¢ w celu
zwiekszenia dokladnosci przyblizenia rozwigzania: uzyskuje sie to przez obliczenie
$redniej z wynikow uzyskanych obiema metodami:

f(yn)+ f(yn+1) —
2

Your = Yo+ T Yo +T y+2y1 (7.9)

W ten sposob, calka na odcinku T =t,,, —t, jest okreSlona przez pole trapezu

wyznaczonego przez boki f(y,) oraz f(y,,). Mozna zauwazyé, ze metoda
trapezow jest takze niejawna.

Metody Rungego-Kutty

W odréznieniu od przedstawionych powyzej metod jednokrokowych, w metodach
Rungego -Kutty nie ma odwotania do pochodnej funkcji, wystepujacej w rownaniu
rézniczkowym. W jej miejsce wystepuje odpowiednia kombinacja wartosci samej
funkcji, obliczanej w stosownych miejscach. W przypadku najbardziej znanej metody
Rungego-Kutty czwartego rzedu, kolejne przyblizenie rozwigzania jest okreslane
wedlug nastepujacego wzoru:

Voo = yn+é(Fl+2F2+2F3+F4) (7.10)

gdzie:
F=Tf(y,,t), F, =Tf(y,+ R /2,t+T/2),
F=Tf(y,+F,/2,t+T/2), F,=Tf(y, + F,t+T).

Jest to metoda 4 rzedu, gdyz blad przyblizonego wzoru (7.10) wynosi O(T°). Metoda
ma charakter jawny, gdyz obliczana wartos¢ y,,, nie wystepuje po prawej stronie

formuty (7.10).

Realizacja tej metody wymaga wykonania w kazdym kroku czasowym obliczer
czterech wartosci funkcji prawej strony réwnania rézniczkowego f(y,t), a wiec,
funkcja ta musi by¢ dostepna w jawnej formie. Przy spelnieniu tych wymagan,
omawiana metoda jest prosta w realizacji i zapewnia duza dokladno$¢ rozwiazania.
Jest najczesciej stosowna metoda w zastosowaniach inzynierskich i naukowych. Bez
zadnych dodatkowych ograniczen moze by¢ stosowana do rozwiazywania uktadéw
rownan rézniczkowych, réwniez nieliniowych. Profesjonalne programy z ta metoda
rozwigzywania réwnan rézniczkowych sa najczesciej wyposazone w mechanizm
automatycznego doboru dlugosci kroku catkowania T, co moze przy$pieszy¢ czas
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obliczenn przy zachowaniu zalozonej dokladnosci. Niestety, przy stosowaniu tej
metody moga wystapi¢ problemy ze stabilnoécia w przypadku ukladéw sztywnych
(gdy w modelowanym systemie wystepuja znacznie réznigce sie stale czasowe.

Dokladno$é metody
Omowione powyzej metody mozna zapisa¢ nastepujaco:
o1

Yn= ?(yn - yn,l) jawna metoda prostokatow,

Y = _I_l(yn+1 -v,) niejawna metoda prostokatow,

%(y'nﬂ + y'n)= _I_l(yn+l —y,) metoda trapezow (jest to takze metoda niejawna).

Ogolna postac tych zwigzkéw przybiera nastepujaca forme:

3, Yo+, =T (0, na +yn) (7.11)
Wspolczynniki tego réwnania okreslaja odpowiedni algorytm:
a=1, a =-1 - dla wszystkich metod,
b =0, b, =1 - jawna metoda prostokatéw,
b =1, b,=0 - niejawna metoda prostokatow,
1 .
b, =b, = 5 - metoda trapezow.

Na podstawie réwnania (7.11) mozna przeprowadzi¢ dyskusje dokladnosci
rozpatrywanych metod. Analogicznie do (7.3) napiszemy:

| T . T3 .
You = y(tn +T) = y(tn) +Ty (tn) +7 y (tn) +? y (tn) +... (712)
Po zrézniczkowaniu:
, , | ; T . T3
Yra =y G +T) =y () +Ty (t)+—ry () +=ry (t)+... (7.13)
Podstawiajac powyzsze zaleznosci do formuly (7.11) otrzymamy:
2 2
al(yn +Tyh +T7 Y+ -%3 Yon+ j +a,Y, = Tbl(y'n +Ty o + T? Yoo+ J +Th,Y'n (7.14)
skad:

, (] w1 1
y,(a +a,)+Tyn(a —b —b,)=-T?y n(Eal —blj—T3y n(gal _Eblj_"' (7.15)
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Réwnanie (7.15) jest spelnione dla dowolnych wartosci funkcji i jej pochodnych
wtedy, gdy wspétczynniki okreslone przez a,, a,, b,, b, beda rowne zero, a wiec:

a+a,=0
a,—b-b,=0
lal—blzo
2
lal—lblzo
6 2

Dla metody prostokatow (a =1, a,=-1 oraz b =0, by=1 lub b =1, b, =0),
pierwszy niezerowy wspétczynnik stoi przy drugiej pochodnej funkgji:

sz"n(%'l—lj :Cszy"n,

skad: C, :% lub C, = —%.

Podobnie, dla metody trapezéw (&, =1, a, =—1 oraz b, =b, = %) pierwszy niezerowy
wspolczynnik stoi przy trzeciej pochodnej funkgji:

bk Loy ey

Powyzsze zwiazki charakteryzuja dokladno$¢ metody zgodnie z nastepujacymi
regutami.

- Rzad metody p okreéla sie rzedem pochodnej (p+1), dla ktérej pierwszy
wspoélczynnik jest rézny od zera. Zatem: dla metody prostokatéow p=1; dla
metody trapezéw p=2;

- Btad odcigcia jest zwigzany z wartoSciami wyrazéw, ktére nie speiniaja
rownosci (1.15). Wspétczynnik stojacy przy najnizszej pochodnej, ktéry nie
spelnia tego rownania jest wlaénie bledem odciecia. Dla metody trapezéw jest
onréowny: C,=C_, =1/12.

Stabilno$¢é metody

Do badania stabilnosci okreslonego algorytmu numerycznego rozwigzywania
rownan rézniczkowych wygodnie jest postugiwa¢ sie wybranym réwnaniem
modelowym. Rozpatrzmy réwnanie o postaci:

y (1) = 2y() (7.16)

z warunkiem poczatkowym y(0) =Y,, przy czym, wspélczynnik A jest w ogdélnym
przypadku zespolony: 4 =u+ jw,

Rozwigzaniem réwnania (7.16) jest funkcja wyktadnicza: y(t) = e™ = ee ",
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1. Zastosujmy do rozwigzania réwnania (7.16) jawng metode prostokatow. Zat6zmy,
ze dyskretna posta¢ zmiennej niezaleznej ¢ dostepna jest ze stalym przedzialem T.
Rozwigzanie w kolejnych krokach przybiera nastepujace wartosci:

Yi=Y +Ty'0 =Y +Tﬂ~y0 = (1+Tﬂ“)y0/
Y, =Y, +TY 1 =(1+TA)y, +TAy, = (1+TA)y, +TAL+TA)y, = (1+TA) y, ...

i ogolnie:
y, =(1+TA)y,. (7.17)

Jesli wyjsciowe rownanie cigglte jest stabilne (u=Re(1)<0), to uzyskana
aproksymacja dyskretna rozwigzania takze powinna by¢ stabilna. W odniesieniu do
(7.17) jest to rownowazne warunkowi:

1+74|<1 (7.18)

Zatem:
[1+Tu+ jTw|<1, czyli: (1+Tu) +(Tw) <1.

Réwnanie powyzsze przedstawia okrag na plaszczyZnie zespolonej o promieniu
jednostkowym i o $rodku lezacym w punkcie (-1, 0) (jeSli wspolrzedne sa
przeskalowane: (Tu, Tw)). Obszar stabilnosci lezy wewnatrz okregu (rys. 7.4). Mozna
zauwazy¢, ze przy danej wartosci 4 obszar stabilnosci zalezy od dlugosci przedziatu
T: im wieksza jest warto$¢ T tym mniejszy obszar stabilnosci (granica stabilnoci:
Tu=Tw=1).

Rys. 7.4.

2. Powtérzmy powyzsze rozwazania dla niejawnej metody prostokatéw. Tym razem,
rozwigzanie w kolejnych krokach jest okreslone nastepujaco:

. 1
Y = y0+Ty1. Stqd: Y :1—y0

-TA

, 1 1Y
Y=Y +Ty2 = myo +Tﬂvy2- Stqd: Y, = (m) Yo
i ogolnie:
Yy, = L ny (7.19)
"ol-TA) " :

Ciag ten jest ograniczony dla:
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‘—l—+<1 (7.20)

— 7

1-TA
co jest rownowazne :

(1=Tu) + (T} >1

Réwnanie to jest spelnione dla calej ptaszczyzny zespolonej za wyjatkiem wnetrza
okregu (przy przeskalowanych osiach Tu, Tw) o srodku w punkcie (1,0) - rys. 7.5. A
zatem, przy danej wartosci A, procedura moglaby by¢ niestabilna dla matych
wartoéci T. Jednak, w rzeczywistych warunkach, zawsze u <0 (warunek stabilnosci
rOwnania ciaglego), co oznacza, ze niejawna procedura Eulera numerycznego
rozwigzywania roéwnania (7.16) jest globalnie stabilna, jesli tylko wyjSciowe
réwnanie jest stabilne.

Rys. 7.5.

3. Dla formuly trapezéw mamy:

2+TA

T TA 2+TA
Y, = yo"'zﬂ“(yo"'yl):Tyo"'?yu skad: y, =

P
Ogolnie:

2+TAY
= 7.21
=305 w 721)

Ciag ten jest stabilny dla:

2+TA

<1 (7.22)
2-TA

— 7

co jest rownowazne relacji:

2
<1 oraz: (2+Tu) +(Tw)

2+Tu+ jTw '

e > ~<1

2-Tu+ jTw 2-Tu) +(Tw)

Powyzszy zwigzek jest stuszny dla: u <0, co oznacza, ze procedura jest stabilna dla
calej ujemnej czesci plaszczyzny zespolonej wspolczynnika A (rys. 7.6) - a wiec
procedura jest rowniez stabilna globalnie, jesli tylko wyjéciowe réwnanie ciggte jest
stabilne.
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7.3. Metody wielokrokowe

Metody Geara

Sposréd metod wielokrokowych, szczegélnie wazne sa metody catkowania,
projektowane z mys$la o zastosowaniu w odniesieniu do tzw. sztywnych systemoéw.
Sztywnosé ukladu réwnan rézniczkowych oznacza szybkie zanikanie (dgzenie do
zera) rozwigzania. Stosowane w takim przypadku metody nie moga by¢ wysokiego
rzedu, ktére naleza do grupy metod niejawnych. Sa to przede wszystkim metody
Geara i niejawne metody Rungego-Kutty (R-K)!, ktére odznaczaja sie¢ duza
stabilnoscia [5].

Metody Geara wywodza sie bezposrednio z numerycznej reprezentacji pochodnej
w podstawowym réwnaniu (7.1), Na przyklad, przy najprostszym zapisie
pochodnej:

- dy(t) ~ yn+l B yn
dt T

y

oraz przy zalozeniu, ze funkcja prawej strony rownania bedzie liczona wedtug
zasady ekstrapolacji: f(y,,,.t,,,), to otrzymamy:

yn+l = yn +Tf (yn+1’tn+1)/ (723)

co pokrywa sie z niejawng metoda prostokatow.

W celu podwyzszenia rzedu metody, mozna zastosowaé dokladniejsza zaleznosc¢
na obliczanie pochodnej. W tym celu mozna zastosowa¢ wielomian interpolacyjny
Newtona, w ktérym pochodna na koricu ostatniego przedziatlu jest obliczana na
podstawie trzech punktéw, w ktérych znana jest ré6zniczkowana funkcja. Prowadzi
to do nastepujacej zaleznosci (p. 4.3):

y' — dy(t) ~ 3yn+1 _4yn + Yo
dt 2T

1 Nalezy zauwazy¢, ze powszechnie sg stosowane jawne metody R-K (p. 7.2), ktére nie maja
wymaganych tu wlasciwoéci w odniesieniu do ukltadéw sztywnych, np. metoda R-K IV rzedu
(5], [14].
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Podstawienie tej zaleznosci do (7.1) prowadzi do nastepujacej formuly Geara 2-go
rzedu:

4

1 2
yn+1 = g yn - g yn—l + ng (yn+1’tn+1) (724)

Metody wyzszych rzedéw nie sa stosowane, gdyz wystepuja rowniez problemy z
ich stabilnoscig w przypadku sztywnych systeméw réwnan.

Niejawna metoda Rungego-Kutty

Prezentowane w p. 7.2 jednokrokowe algorytmy Rungego-Kutty sa metodami
jawnymi i w zwiazku z tym zazwyczaj nie sa stosowane do modelowania uktadéw
dynamicznych. Odrebna grupe stanowia wielokrokowe niejawne metody Rungego-
Kutty [2]. Sposréd tych ostatnich zachecajacy jest, zwlaszcza w algorytmach
modelowania numerycznego, 2-stopniowy algorytm R-K II rzedu. W literaturze
anglojezycznej jest on oznaczany akronimem: 2S-DIRK (ang. 2-stage diagonally
implicite Runge-Kutta). Numeryczne przyblizenie rozwigzania réwnania (7.1) w k-
tym kroku jest okreslane za pomoca nastepujacego 2-stopniowego algorytmu [5]:

1L §(k)=yk-D+T(E,7k) (7.25)
aproksymacja: y(k-1)=ay(k -1)+ gy (k) (7.26)
2. y(k)=§(k-D)+TF(t,,y(k)) (7.27)

gdzie zmienne oznaczone tylda sa wielkoSciami pomocniczymi, odnoszacymi sie do
punktu posredniego w czasie, pomiedzy ty; i t:
=t +T7, T =(1+le (7.28)
a
a=—2,a+p=1.
Mozna zauwazyé¢, ze w obu stopniach algorytmu jest realizowana niejawna
metoda Eulera z poczatkowymi punktami w y(k—-1) i y(k-1), odpowiednio, z

krokiem T =(1-+/2/2)T. Latwo wiec wyznaczy¢ odpowiednie zaleznosci odnoszace
sie do konkretnego zastosowania metody.

7.4. Metody ekstrapolacyjno-interpolacyjne

Powyzsze rozwiazania pokazuja, ze metody niejawne rozwigzywania réwnan
rézniczkowych maja szersze zastosowanie, gdyz wykazuja wieksza stabilnos¢.
Jednak formufa niejawna nie zawsze moze by¢ stosowana, gdyz w ogdélnym
przypadku, wymaga rozwigzania rownania uwiklanego (niewiadoma wystepuje po
obu stronach réwnania), co niekiedy moze by¢ klopotliwe. W takim przypadku
mozna stosowaé¢ dwie rézne formuly w kazdym kroku rozwigzania réwnania,
wedlug nastepujacego schematu:

1. Obliczy¢ przyblizone rozwiazanie Y,,, wedlug procedury jawne;j.
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2. Poprawi¢ rozwigzanie Y,,, wedlug procedury niejawnej, z wykorzystaniem
rozwiazania przyblizonego.
Pierwszy krok jest prognoza (ekstrapolacja) rozwiazania, a drugi: korekcja
(interpolacja), skad schemat ten jest nazywany metoda prognozy i korekgji.

W pierwszym kroku stosuje si¢ metode niejawng o jeden rzad mniej doktadng, niz
w drugim kroku z metoda niejawna. Na przyklad, niejawna metoda prostokatow (I
rzad) moze by¢ polaczona z metoda trapezéw (niejawna metoda II rzedu):

Yo = Yn +Tf (yn’tn)
T 7.29
Yo = Ya +E 1:(yn’tn)—}_ f(Yn+1’tn+1) ( )

Zazwyczaj sa w takim przypadku stosowane metody wyzszych rzedéw.
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